| PROBLEMAS DE
- GOMPLEMENTOS DE GALGULO
ALGEBRICO

Y DE

CALCULO DIFERENCIAL

PRIMERA PARTE

COMPLEMENTOS DE
CALCULO ALGEBRICO

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Doctor Ingeniero Industrial



PROBLEMAS DE COMPLEMENTOS

DE

CALCULO ALGEBRICO

Y DE

CALCULO DIFERENCIAL

{RESUELTOS Y EXPLICADOS)

PROF. JOSE LUIS MATAIX PLANA

DOCTOR INGENIERO INDUSTRIAL

EDITORIAL DOSSAT, S. A.
PLAZA DE SANTA ANA, 9
MADRID



Depdsita legal: M. 17.382-1947

Nuevas Grdficas, 8. A.-Andrés Mellado, 18.-Madrid (15).-X-1967

PROLOGO A LA SEXTA EDICION

Agotadas las cinco primeras ediciones de nuesiro libro MIL
PROBLEMAS DE CALCULO INFINITESIM AL hemos editado esta
sexta edicién ampliando considerablemente el nimero de cuestiones
iratadas y el de problemas resucltos,

l.a obra completa la hemos dividido en esta sexta edicién en
dos libros titulados:

Problemas de Complementos de Célculo Algébrico - Cilculo
Diferencial.

Mil Problemas de Calculo Integral.

Este primer libro de problemas que hoy prologamos, dedicado a
las materias de matemdlicas que se cursan en el primer curso de
las Escuelas @éenicas Superiores, lo hemos dividido en dos partes.

Primera parte: Complementos de Calculo Algébrico con pro-
blemas de matrices, determinantes, sistemas de ecuaciones lineales,
limites, series, variable compleja y teoria de ecuaciones y la
Segunda parte con problemas de Calculo Diferencial propiamente

dicho.

No hemos pretendido ser originales. La mayoria de los proble-
mas han sido propuestos en exdmenes de las Escuelas Técnicas Su-
periores, algunos son cldsicos y ofros originales.

Todos los problemas han sido resuelfos para que el alumno, a
quien especialmenie va dirigido este trabajo, pueda-seguirlos fdeil-
menie y completar su formacién prdctica.

EL auTOR

Madrid, octubre de 1967
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Matrices — Determinantes —

Aplicacidn a sistemas lineales



MATRICES - DETERMINANTES - APLICACION A SISTEMAS LINEALES

1. Hallar jus malrices X\ y B deducidas de

1 -2
?A~—5B=L0 1J
2 1
—A—f—3B:3 0|

RESOLUCION ;

—2A+46B=

2A—5B:lq)
0 1

4 2&

0 4

o il ol =l

de la segunda cerwaeion propuesta, deducimos
A :3[5 Ol_[? 1J:l15 0]“[2 llz "13 —l'l
61 30 18 3 30 15 3
Solucidn:
A=[13-—1]; B:[5 0]
15 3 6 1

2. Dadas lus matrices

sumandolas

10 e
A=|23]; B=r 3} C=|ﬂ
0 —2 -1

31

Hallur el prodicto N - 13- C v comprabario,



— 4 —
RESOLUCION :
13 -1
2
A-B-C=]20 [ 1]= 4
37 -1

1

comprobacidn 1 en lugar de (A - B) - C efectuvaremos A - (B - C)

10 U
A-B-c=|23 -[-;I: 4
31 -1
el misimo resultado
Solueidn:
-1
A.B.C= 4
-1

3. Dadas las dos maitrices

10 21

efectuar los productos A~ By B+ A,

RESOLUCION :

A_B=|10+45 6+3]:[16 9|
5+0 340 5 3

B-A:[S 3].I2 3]={IO+3 15+0]=[13
21 10 44+1 640 5
Solucidn:

A'B=l16 9]

: B-A=[13 15]
5 3

5 6

4, Dadas lus malrices

1 20 1 1 1 2 10
A=13 0 1}; B=[3 1 2|; C=|0-21
211 01 0 1 2 1
calcular la malris
2A+ B =
REsOLUCIOonN
1 3 2 1 30 -2 1 1
A=l20 1]; B=1: B=}111 Bi=| 0 0 1
01 1] 1 2 0 3-1-=-2
2 6 4 -2 1 1 —-2-1 0 -2 6 5
2A+B'-C=]4 0 2|+ o 0 1]+ 0 2 -1]= 4 2 2
|0 2 2 3 -1 =2 -1 -2 -1 2 -1 -1
Solucidn:
-2 6 5
4 2 2
2 -1 1
5. Dadas las matrices
1 2 0 11 1
A=]3 1 2 vy B=]o 1 0
1 0 3 31 2
calcular la muiriz
A2 L3t
RESOLUCION ¢
7 4 4 1 0 3 —2 1 1
Ar=|8 7 8]; Bjl=—1; B={111|; B'=| 0 1 o0
4 2 9 1 0 2 3 -2 -1




o e o o «

7 4 4 N B | -2 3 ‘Ill RESOLUCION
Aept_ol8 7 811 0o 1t o)l=] 8 —~1 15 1 3
429 3-2 1 19 —12 13 '\"\“_ll -1 0-3]} -1 -2 _[11 Sj
3-21 0 0o 1] |5 14
Solueion: ) -3 0
-2 3 H
8 — 1 18 1 3 10 -7 3 -3
19 12 13| Aoa=| "1 2 .ll -1 0—3]: -7 5-2 3
0 1 321 0 3—-2 1 ¢
—3 0 -3 3 0 9
6. Sabiendo (e Solucion:
[ ] ,0 —1| 2 —1] A-A’=[11 5]
e, e, = —
1 2 1 5 14
calewlar la mairz {x x, | 10 -7 3 -3
3 . Ar 'A = ‘—7 5 —2 3
RESOLUCION - 3 _92 1 0
ey gl O ‘ — 20y~ + ] -3 3 0 9
2 1
eigualaodo o[22 1
o 8. Duda la matriz
iy =22 ; de donde =2, wro=1
=y fig=- 1 1 5 2
A=|0o 3 -1
(2 1] 4 1 0
1. Defermitinar la matels inverse A0
T. Dada la malriz 20 Comprobur que A - N =1 (melriz wnidad),
\ = [l -1 0 —3' RESOLUCION :
o321 0 15 2 1 0 4
A= 0 3 —1 =—43; AT=]15 3 1
caleular A - A"y V- A, 41 0o 2.1 0



8 —
de donde Svluctdn:
1 2 -11 i .
1 1 0 1 0
R ol Rl AL
1o 3 15 16 63 64 255 256
| I 5 2 I 2 —11
AAT=— 3 0 3 -1]]—4 -8 1]|= 10, Sobire ¢l producto
4o oo 3 l”u ”12]'[(’11 by bm]
| 1-20-24 2—-40438 —11+4546 Ay ol Lby by By
== 15 0—-12+12 0-24-19 0F3-3]=
- 4-4-0 8—81 0 -—-44 140 .:'umprr)har la validez de fa n'ghr
pm o0 o 10 0 (A-B]=B -\
=" 0 —43 gl=10c 1 ol=r° RESGLUCION ;
43
0 0 —43 0 0 1 \ ap, U T TS I
Solucidn: o i h B
by B Dy
1 2 N .
1Y A __1__ _ 4.8 1 _ T S T P T R I T e TR
12 19 flay By b an Bay g Bpy A dop Dag ey Dyg - v by
B 8. By e hey oty by A dgy by
1 0 0 [A-B] = |y by + e bus sy Do | oy Dya (1]
2.° A-A” 01 0 Ayl A g byy ey Dy ety by
0 01 por otre lado, caleulemos 137+ A°
by Dy
¥ - ' by a Z gy ton
9. Dada lu matriz W A=100 b '[a“ u"]zlb“ r“_}1 J_liaIz )alsﬂl‘i} "
T 0 mismo e
\ 1 OI by b I
A= Solwcion:
3 ’ . ,
cafculor A5, A%y Al ! [A-Bl'=B-A
RESOLUCION ;
AS:[I 0].[1 v =[ 1o 11. Resolver lu ecuacton
3 4] 13 4 15 16
A4 T=B :
Al=7 A= [ ] [ ! ] [ Ol siendo
15 16 63 64 10 0 -1 L o
1 0 H = = l =
Abe= A f\ail ][ ] [ A L, B=1, I [O 1]
63 64] [255 256 2 2



i0
REsoroeioy - RSO UCION ;
Caleulenios A7y AL 0 1 0 010
1 1 .
\ = 1 0 0= "-3M llamando M o Lo matriz 1 0 0O
\ 2 0 1 0 9 ) 00 1
A - 2 Al=2; A= I T 0 01
0 2 212 4 2 10 0
" _— AT - (1 }l)‘: 1 A2 = i[ vie gue chectuindo Moo Moo lo o1 01
Jde L ccuacion dada 2 94 4 0 0 1
A=D1, rAA'—(B-DA"
. 1 1 1
Jdie donde AV = 4 I 9 A= g Bl
-3 1
-1 -1 - .
2 1
o= 3 1 1 1 |= ! _\3:5151\1-:]2.“:*%1
2 4 2 n 1
s ! fa suma pedida vaddsd, sacando Tactores comunes alternativamente [ v M
Solttcion:
' 1 . 1 1 1
vl ' -}-...‘g.\r —77+——-T----—+...)---
- 3 1 4 4= 2 8 32
T4 T2
X = 1 M 1
25 1 =1 LTy . . —
8 a4 L -- -
- 4 4
4 2 4 2
12, Duda lu watris 3 00 0 3 0 3 3 o
2
. Shra a0 Yoo ] 20 0 |2 2 s
0~ 0 3 3 3 : 0
1 0 0 o 0 -
A= 9 0 0 3 3 ¢ 0 2
0 0 ; Solucidn:
4 2 -
hallar la suna 3 3 0
LA NN A 2 4 0
3 3
o 1]

(I es la malriz unidad.)
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RESOLUCION ;

13. Dada la matriz stmdtrica
Despejando

1 -1 5
e S
- 4
3 ¢ 3 pero
v la wmatriz
2 1 * -
0 1 -2 |2 ;l=li §J ‘; ;‘:11 luego ll 1]1=[ 3—1J
C=|3 1 1 ! i 23 -2 1
1 0 3 sustituyenda en (1)
3 111 -1 4 2 -1 1 3 2
:  B=C-\A-C'es malris sthimetricd. A= . -
comprobar que B=C -\ - C' ey ofra inid sl = 1] [4 T 4] [ .y OJ
RESOLUCLON : .
0 1 -2 11 s 0 3 1_} Comprohacion @ Susiituyendo en I expresion dada
B=cC. A-C=|3 1 1y|-1 2 o] v 1 0f= 1 1”—1 132 _[1~1 4 2
10 3 5 o 3| l-2 1 3] 2 3]| 2-2 1 ol fa—4 9 4
0—1-10 0420 040 —6‘1 0 3 1\ Solucion:
=|3-1+ 5 —3+2+0 154043} 0]= A=[+1 1 3 2]
140415 —14+0+0 5+049]1-2 1 3. 2-210
—-11 2 —6 0 31 14 —37 -29
— _ =] - 8 61 .
- 7-1 18 1o 37 15. Dada la malriz
16 —1 1411—-2 1 3. —29 61 58,
A 1 0
SIMETRICA ¢ q. d. =[0 1]
Solucidn: - 14 —-37 -29
B=|-37 238 61 calewlar el valor de la expresidn,
—29 61 58 (11\+;\—])n
RESOLUCION ;
14. Hallar 1o malriz A, fal que A':[I Ol. ot o (o B
[1 1" 3‘_[1 —1 4 21 o -1} : ’ = 0 1J*[0 _1]—
2 3 4-4 9 4 luego la expresidon dada vale
v comprobar el resultado. (A+A)n=98. A [



caleutrmos AY por induccidn

A== 1
0 —
\

- 14 --

o Al=lo ]

de donde deducimas, segan que ol exponenie seit par o impar

« N
At
*we par
Solwcidn:
para n=2m
para n=2m-1

impar A" = A

16. Dada la mairiz

se pide:

0

A=

Hewvamuos o (1

(A % A-i‘.ﬂm — 22111_1

(A AT =

0
1

1

Va2

1.0 Culenlar Ta matriz inzersa.

2.0 Comprobuar st la mairiz C

RSO UCTON

L o

(rraspucsta de C) =

1 0
0
0 1

. .V .

2‘.‘ m-1

0
1

V2
1

Vs

es orfogonul.

V2
1__
Ve

- A

Ay A,
AJ':l A':::
- A_l“ Ay

Ct=

A es ol determinante de ©

Ay b adiunto de afp en la G (raspuesta de )

ononuestro casa A =1, luego

i b V2

2 u
traspuesta €7

Solucion:

2.

V7. Huallar ¢l rango de la malris.

L
Tl
30

0

V2

0
1
V2
1

%3

La malriz ¢s ortogonal va que su inversa C-1 coincide con sy

es ortogonal ya que C'=C’
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RESOLUCION ¢

Tomemos el determinante principal de tercer orden, gue desarrollado se
veo gque es nulo.

i1 0 1]
3 7‘:0;
1t 1 3

v oveamos guit combinacion dineal existe entre sus filas

1+ 34\—}—‘!1_:-(}
DA bl

resolviendn o sistemi, se obtiene A= —1; p=2 lucgo se observit que la

. ) a
primers fila mdas el doble de Ta tereera os igual o la segunda Mila. Comeo esto
cucede en tados los determinantes menores de tercer orden, todos serd nules.

En efceto:

11-2=53; D=2 T46=7: 1-.1; -3 8=T

tomemos ¢l determinante menor principal e segunda orden

h OI =2+ 0 luegn es de range L

5 2]

Solwcion:

—17 —

18. Hallar el rango de la mutriz

i 3 2
2 1 }
-3 1 —d
I 3 g

RESO1GCION ¢

Formemas los determinantes adjuntos de tercer orden hasta que haya
alguno no nulo

1 3 2 1 3 2
2 1 3=0; -3 1-4 =0
-3 1-4 1 3 2
I3 2 1 3
2 1 3=0; -3 1-4|=0
1 3 1 3 2

teddos Tos menores de tercer orden son nulos, Formemos los de segundo orden

|1

=—3530 luego es de rango dos.

Solucidin:

19. Calcular el valor del determinunte

1 1 1 1
log 2 log 20 log 200 log 2000
log* 2 log* 20 log® 200 log* 2000
log® 2 log® 20 log® 200) log" 2000
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RESOLUCION :

Es un determinante de Vandermonde, cuyo desarrollo es

V = (log 20 - log 2) (log 200 — log 2) (log 200 — log 20) (log 2000 — log 2) -

. - (log 2000 — log 20) (log 2000 — log 200) = log LU log 200 log 200
2 2 20
-log 2090 -log 2000 -log—?:%:l-}l&-?-l =12

Solucidn:

12

20. Calcular el valor del siguiente delerminunte

Sh2x -1 Ch2zx |
Che —~Shz Shax |
=h x Cha Cha ‘

RESOLUCION ;

Diesarrollando por la primera columna

A=Sh 22(~2 Sh Chix) - Chax (- Chx—Chze Ch2x) + Shx (—Sha+ Sha Ch2x)=

=~ Sht2r -} Chtx + Ch?x Ch 2r—8h? x 4 Sh?x Ch 2z =
=—8h22p + (Chtx — Sh* x) + Ch 2 {Ch® & + Sh*x) =
=14 Ch22x — Sh?2x—2

Sovlucidn:

21. Caleulur el valor del determinante

‘ ll ‘22 3‘2 . .H"_‘ |

|
2t 3 N
A=l3 g 5% L. (n4-2) ‘

. [0 412 (42820 — 12

REsSOLUCION :

5i de cada columna restamos la anterior, van quedando las diferencias
primeras que son

1, 3, 5 7. ... 2a—-1)

1T 3 5 e 2u—1
2t 5 7 a2 41
A= 3 7 9 203

y volviendo a restar de cada columna Ia anterior a partir de la tercera

1 3 2...2
iZE 5 2
A= 3 7 2 2

Solucidon:

22. Desarrollar el delerminante

1 1 1 1

1 1+a, 1 1 -
A=|1 1 144, 1

1 1 1 ... 1+4a4¢,




RESOLUCION :

— 20 —

Restando de cada fila, la primera, se obtiene
11 1Ll
lo a, 0...0 |

A= 0 0 a,.

Solucién:

23. Dados

0| =a,a:a5 ...

ap

A =x-—a, A, =2 —(a+ D) A, =3x8 —(a+b4o),...
A,=nx—(a+ b+ 40D

demosirar que el determinante siguiente A, liene por valor
A=(x—a) (x—=b) (x—0)...(x=1)
A, A, A A LA

e

-

1
A

ResoLuci&N

En efecto, st restamos de
que tienc todos los clementos de un 1

cuyo valor es el producto de ¢
‘Al =Xx--d,

Selucicn:

j'\ﬂf:\lz,"('—l?,

Z
B
3

» cada fil

a la anterior, obtendremos una matriz
ado de la diagenal principal nulus ¥

tichos clementos de la diagonal principal que son

A;. _:‘\E:x7 c,

ceey An_Au.q_:-\'—l

A={x—a) (x—b) (x—¢) ... {x—1)

24. Calcular el determinante

RESOLUCION ;

Si restamos de cada fila la anterior, teniendo en cuenta que

(=0 z)+ ()

1 (P p p |
" 2% ”.ﬁgj ) L
oy gty e (O IR
X ”1”(;}: ;"_‘;')'_'_'_' '(;Qé;{f;) T
1 n—2

¥ si aplicamos reiteradamente ¢ste razonamicnto, obtendriamos finalmente

A=tl (11))‘:1 )

0 1
Solucidn;
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25. Desarrollar el delerminanie

‘.’r+y-i —z - ui i i
_lz4ui x—yi -z oi
=1 0 at8i —1+8i

| o 0 y+ai a—@i

RESOLUCION :
Desarrollando por tas dos primeras columnas

A_i‘m+;;e' —z -+ ur .‘.rL-{wﬁi — i+ _
l2bui  w—yi yAui w— 8i
=[x+ y* + 2+ ut] [« + 8 4 4 3]

Solucion:

A=[x2+y2+zz+ull.[a2+6!+.‘2+asl

26. Desarrollar el siguienie delerminante, legando a una ex-
presion formada por fuclores de primer grudo

r—1 -1 x—1
A=|22—4 x*—4 -8
3x—-9 xf—-9 x*—27/

RESOLUCION :

Sacando (x—1} factor comin de Ja primera fila, (v—2) de la segunda vy
{(¥—3) de la tercera, obteriamos
1 g1 a%4x4+1 |
A=(x—1) (82} (x-3) | 2 w42 XT84 |
‘ 3 xX43 AT 3490

— 23 —

restando de la segunda columuna la prinicra, v de la tercera columna la se-
gunda multiplicada por x v la primera

‘1 @ 0| 110
== -2 (x=3) 2 « 2i=a(@—De-D@E~-3):2 1 2|=
i3 x 6‘ 31 6

=x(x—1(xr—(x - 3)-:

by = O

1 ¢
1 2{=-2x{e—1{e—2Q(x—173)
1 6

Solucion:

A= —2x(x—1) {x—2) (x—3)

27. Desarrollar el deferminante

a—b—e¢ 2a 2a
A= 2b b—ec—a 25
| 2¢ 2¢ c—a-—-=5

RESOLUCION :

Restando de la tercera columna, fa segunda

a—bh—e 2a 0 ‘
A= 20 b—c¢c—a at+bte
2¢c 2¢ —a—b-—e¢

sumando a la segunda fila la tercera

a—-b—c¢ 2a 0 ‘
! , a—b—-—c¢ 2a
A=[2b42¢ b+ a 0 =—(a-+b 4 ¢)
t + |‘ 12b+2¢ b+ ¢c—a
2¢c 2¢ —a—bh—==r

sumando a la segunda fila la primera

-
A=—(a: b+:c)la—b—c 2t ——(ath c)z.a—b—c 2a = (a+bc)
tal-bte atdbie 1 1

Solucivon:

A=(a+b+c)?
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28. Calcular el valor del siguiente determinante, desarrollan-

do por los elemenios de la primera fila y primera colunmna

x a b ¢
Ao | @ ¥ o
b 0 N 0
c O 0 « ‘
RESOLUCION ;
! x 0 0 |
a=zl0 @ o|-a” Ylpan|® Oiuel? Ty
0 0 x| 0 ol
00 =
‘0 0 x 0 ez O 0 0, x 0
+ ab; - bt + be —ac i be \-—
o m‘ | T\ ‘0 0 z 0 00
|
_c:%x 0[:334,_“2:,:2_1,:332_62#
0 x|
Solucidn:

A_; x4 _ (02 +_ b2 +_ c?.)xZ

29. FHullar las raices de la ecuacion

[
=

le x a4 b
l'x ¢ b o«

obtenidas las cuatro raices, calcular sus valores para

a=1: b=y —=1; c=-1

RESOLUCION :

El determinante dado lo podemos eseribic de las cuatro formas siguivntos

atbtetx

=(a+b+e+x)

iat+h—x -

=(a+b-r-¢)

=({atax—H- )

atb+ed4dx a-bletxr a+btetx
a x ¢
x @ b =
& b a
il 1 1 1
f —
3(. e o b!\:O; ath+ce+e=0 [1]
| r ¢ b a 1
at+b—x-¢ ctx-a-b ed+x—a-b
&x I
x a b -
[y a :
1T 1 —-1-1
b a & e .
c xoa b =0, at+h-ax-c=0 2]
lx o b a!
bye—a ® bte—a—w a+ic-b-—v¢
a £ o
a b -
¢ & a
-
1t -1 -1 1 |
a ".‘:0; atx-b—e¢=40 i3]
¢ a
x ¢ b a
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Desarrollar el determinante

'a+e b-xr b4+x-oa—c atec—b-x brlr:c—a—ci

s b a

. | . "

| ol ¢
i 1 -1 1 -1
=(a+r‘~b—:r_')' > 1) {
« x b

Soluciin;

are-b—x=0

las (1), (2 (3) v (1) nos dan las cuatro raices que tiene la ecuacion

RESOLUCION :

x,=—a—b—c=—v—1; x,=b+c—a=-2+4y -1

Desarrollando por los elementos de la primera fila v de ia primera co-

X,= a+b-c=21v—-1; x=a+c—b=—y-1

30. Desarrollar el determinante

a a+r a+2r
s+ F a+dr a+3r
) A=y 49y 4 Hr a+dr

d=ar43art+5a+ .+ 20 -t + 20 - DN+ 2nt 1)
multiplicando tos dos miembros por a

la=aM 4 3ar F5a L Tami 4 F2rn—DNal+(2n+1)ea
vorestandola de Taanterior

Ma—D=a*' - 2n+ 1)+ 2@ 4o+ ... Fatta)=

a+(n—"r a+nr at(n+)r ...

RuSOLUCION :

Si restamos de cada fila la-anterior

@t - 2 f 1) 4 2a T

a a-t+r a+4+2r...

a+t{(n—1)r

_oantt—2a 1) _anidattl— (2 4 3)a+ 2n+1)

r r T
A=

r r r

r r r

que ¢s cero por tener dos filas iguales

Solucidu:

A=0

a4 a—(2n+3)a+ 2n4+ 1
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32. Hallar ¢l determinante A producio del determinanle A,
por oiro que no difiera mds que en los elemenlos de la tercera
fila gque son 2, 20, —84

1 0 0 0 |
. 1 7P
3 [—T] 0 0|
274 i
A, =| o ‘
g i _/syﬁl o
’ /2] "5 |
11 1 1 1
RisoLucioN :
|1 o 0“
32 0
A= =4
1 1-2 0©
1 1 1 1,
1 0 0 0
0 0
Ay = =—16 luego A A, =64
|2 20 8 0 e S
11 1 1
formemos el producto A A,
| 2 01
1 3 2 1 ’1 3 ‘ 0 16 —4'
1 ' 0 2! |
33— 3 13 46 5| _|0 4 '=|° " _4!=
1 5 38 0| 0 2 3 -1 a
‘ 2 12 3
1 5 14 4 0 2 12 3,
=2(—64 + 96) = 64
Sohucton:
\1 3 2 1
3 13 46 5 64
A=A A= =
‘ 1 5 38 0
‘1 5 14 4

33, Desuarrollar por los menores de los elemenlos de las dos
primeras columnas, el determinante

1 3 —1
-3 1 —3
2 3 -l 2
2 10 3 1

A=

RESOLUCION ;
T 3 ‘ . P32

137 =1 21 13 '3-2
A= : - .
f31}‘31 23, .3 J+b 101 -1 2.7
+p31w2—w_r3 wwz-w V 3w2-”_
2 373 1 2 10] -1 2]/ |2 10 3 -2

=10-(-7)-(—3)-9+4.4+(—11)-5 - (=32)-3+ 14 (—-1) =0
Solucion:

A=0

34, Hallar los valores de x que anulan el determinante

1 s —9 1
0 0 —5 1
1 "
‘ 0 —— a* 0
2
| —2 0 2

RESOLUCION :

sumando a la tercera columna, ¢l quintuplo de la cuarta

-1 5 —4 1 ) s %

0 0 01 l" ] -
L R
1 ""2 xt 10
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restando de la tercera fila el duplo de la primera

| —1 5 —4
A-—-‘l 0 —; o] =9 4 ottt — 10) = &t — 102+ 9
‘1 0 x:—10 18

A==t —10at +9=0  @=5ud=C

Solucidn:

35. Desarroliar el delerminante

| 1 1 1

\ T a ;—l—ic atb ‘|

1 1 1|

: A=Ii_: b a+b |‘
| | 1 1|
|7):c— a+c N ¢ [

b ardyaro(bte)  blatd)(@+o
1

t alasb)a o e@rowta

—({a+bylat(bra)+ 2abcﬂciaic)+bc (b+c]+q'bi(a+ 1] -0

Solucidn:

A=0

36. Delerminar el valor de x que anula el siguiente deter-
niinante

RESOLUCION :

Sumando a la cuarta fila la segunda

1 2 3 0

1 2 3 1 23
a=| Ayl 021 6 —a| oz -2 4=
¢-1 6 @ 3 3 4 z4+3 3 4
£+3 3 4 01 xt ot
=— 4152+ 23] —x[15x+ 22} =—15x*—82x — 92 =10
150t + 82 + 92 =0 x=ﬁ—ﬁ—‘“lis'/ﬂ
Solucién:
_ —41=V3o1
15
37. Huallar ¢l valor del determinante
1 1 1 1 1‘
101 1 1 .
A=|1 1 0 1 1
1 1 0 0 1‘
11110
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REsoLUCION :
1 1 1
b 0 -1 00
0 -1 0 o 0
| 1 1 1 1
1 101 1l = =
i 1 i} 1
1 1 i) 0 1
0 T U
0] o 0 0 -1
1 1 1
1 1
—11 0 1]|==I1 Y=y
i 0 —1!
0 0 -1
Soluecton:
A=1

38. Desarrollar ol determinante

RESOLUCION ;

Desarrollando por los adjuntos de los elementos de la primera fila v de
la primera columna

00 0 1 0! 1
x | - - T
— _ . [ d =
A=al—1 = O|+b] . -c Om‘+ 0 —1
0 -1 =x
= axd 4 bxt 4 cx 4+ o

Solucién:

A=ax’+bx?4+ex+d

— 33 —

39. Desarrollar ¢l delerminante

e—1+V3 2_3; 3—6V3
V3ta-1 z+14+V3-3; 3-6)V3
21-a) V12 3-2-V34+6i 3z -8+6V12+V5

y resolver lu ecwacion que se obliene ul igualarlo a cero.

RESOLUCION ;

Restando de la segunda fila la primera, v sumando a la tercera el doble
de la segunda,

lww1+V§ 2 -8 3613
* 0 z—1+V3 0 =
0 T+xe-V3 3z—24V5

=(z—14¥3)Bc-2+V5)

2-V5

T =2,=1-V3, 3'33:—3——

Solucién:

(x=14+V3)(3x—-2+V5)

X =x.=1—-138; x =2——~§Vi

40. Desarrollar el determinante

18 =5 v )
40 -7 3]
25 o 9
123 —41
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' . a .
RESOLUCION : 42, Caleular el valor del delerminante

Transforinemos ta primera columna en tados sus clementos nulos menos
2l primero 0

i 0 —-b d:

1
210 —7 15 '
0 10 7 15 ‘ ] ( ;l —b —d 0.
0 1 -6 1:‘# - T —c d 00|
Lo 1 8 —4]
0 -1 " 41
RrsoLocioN
—10  —-47 95 . Sumamdo L segunda fila fa primera
=] 1 8 13 =- 723 I: =181
i 5 0 a b e
_1 0} ()‘ ' | a a c+¢l
s a a 0 c+d i
Solugién: Ty a0 e ;:bi -0 —d ¢
!
L1181 e a0 o | e 40
sumands o I segunda {ila, 1o tercera
41, Hallar ¢l desarrollo del siguicnte deferminante a a edtd
| o . d=b —-(+ey 0 ¢ i=b[—d(b+c)(c+d)—acg—acd}:
. o | —e d 0
| 1 0 ¢ b*
RPN =blet+d}-bd—cd—acj=—blc+d)bd+tcdtac)
i 1obr a0

Sotucion:
RESOLUCION :

—bi{c+d) (bd +ecd +a¢)

Desarrollando por los elementos de la primera fila y primera columna

10 at ¢t ut ¢t 0 0 bt 0 2
A=0— 42 | — N Sl e b - :
at 0| B0 B gt B0 ¥ oa 43. Resolver ol siguiente sistena
0 e} . ] . -
. 0i=a‘+b‘+c‘~2(a’b9—{-azc'+b‘-'c-’) 2y 8y — 5=
: A
v— y— z=13 ’
Solucién: N— oy e ] !
. A=a'+b Jct—2@hbh'+a‘c 4 bichH N4 y—dz=0 \
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RESCLUCION :

Como tiene n+1 ecuaciones con i incognitas, deberd verificar la condi-

cion de compatibilidad

. i 1 —
2 3 11_‘ ‘0 5 i: | 5 1 .3
-1 - 0 0 1
-1 =2 1 - .
Lot =2 ) 21
1 1 —-30| '1 1 -3 \
P51 -4, .
=—| 01 ol=- IRES
| -2 0
21 0

sistema incompatible

Solucion:
Incompatible

44, Resolver el siguiente sistema de ecuaciones

v+dy—ds= 3
X— y— 5=—3
x—4y = —J

2y L+ y—Sz= 0

Discutidndolo previamente por ¢l teoremu de Rouché.

RESOLUCION :

Veamos el rango de la matriz A

1 2 4

1 - _
A:

1 -2 0

37 —
t1 2 4 1 2 4
1 -1 -1 |=0; 1 -1 -1 |=0;
1 -2 0 2 1 -4
1 2 - 1 -1 -1
L -2 =0; 1 — 0;,=0
2 1 -5 P2 1 -5
Yocomo
12
| los 3 es de rango 2
1 -1

v tomaremos como incognitas principales la x ¢ y de Ias dos primeras ecua-
ciones en que A, = —3%F0.
Los-determinantes caracterfsticos son en este caso:

1 2 3 "l 2 3
1 -1 -8 |=0; {1 -1 -3]|=0

7
—
-

como ambos determinanies caracteristicos son nulos, segin el teorema de
Rouché ¢! sistema es COMI"ATIBLE vy queda reducide a sus dos ecuaciones
principales (las dos primeras).

w4 2y=4z43 s

x—y=z—3
14z +3 2 1 4243
§ z-3 —1! 0. 1 z—3
= — =zz -1 = e — —
’1 ¥y 1 2‘ z 42
1 —1 | 1 —1|
Soluicion: -

COMPATIBLE (indeterminado)

x=2z—1
y=2+2
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45, Cualcular o valor de a para que ol siguienle sistema de
ccuaciones, adniilu soluciones no nuwlas v calcularlas

6v4 v— 5— Hf=0D
" Sv— v4is+ H=0

N4dy s oo b oal=0

S Bxop 2y 5o = =0

RESOLUCTON

s un sistema lineal v homogéneo, vopara que wdnita soluciones ne
nulas s ha de verificar o condicton de compatibilidad

3 2 —5 —10 9 2 -8 2| o o,
6 1 —1 —5 9 1 —7 —1 l
A= = =19 -7 -1 =
3 -1 3 4! |0 -1 0 0 0 ais
1 2 1 af |7 2 0 axs] ate ]
i—8 —2 9 _§ 10
= a+8); = —424+9(a-}8)=0; a=——
- _1\‘+( 9, + ; :

Resolvaunos el sistema formado por las tres primeras, tomando como
ineagnitas

x v z
S A
t t [4
3" +2-i’--—.5 = 10
r ¥ z
6.4 L F - s
t t 1 t
37 - Yyt g
4 t

las soluciones son

comi comprobacion podiamos calcular a suslituyendo en la cuarta ecuacion

1
g Ha1H+a=0; a=-10

Seducion:
10

a=-—_-; =
3

t
3 y z t t=1t

46. Determinar el coeficienle a para que sea compatible el
siguiente sistena, v resolverlo

X v:Q)
av4v=1,
.\'—:\,’:a\

;

RESOLUCION :

Caondicion de compatibitidad.

't 1 2
a 1 1 |-0_a-2a+1-24+1-a*=0
1 --1 u

para a=>0

e 1 1
x—y=0 ehorE
para a= —1
.\'4—}’;‘.3{ r’__l_ U*g
sy g T2
Solucién: N
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47. Resolver ol siguienle sistema de ccuaciones

x—y+z+1 a—2y+3z44 x—y+z2+13
— 3_ [ — 6

2
ztyte+l  Sw—-ytz—3  x—2ytz-2
2 4 3

5 5 3 3 15

e—y z+3  2x—y+2) N z—1 dx—y+z—4

REsoLucion :
Simplificando se obtiene el sistema lineal
2r— 3y+ 4z=1

Ne4+1ly+ 52=—135
9r —12y+112=10

2 -3 4 1 -3 4
A={11 11 5|=—334; 3= —5 11 5|=-3%
9 —12 11| 10 12 11 |
1 2 01 4! |21 4
.\y=‘11 -5 51=[21 0 25|=334;

910 1| 3 o0 21|

2 -3 1| ;2 =31
AL,={11 11 -5:=121 —4 0|=334

9-12 10| 131 10 0

Soluctén:

— 4] -

48, Deferminur m y n pura que ol siguienie sistema de ecua-

clones, sea indelerminado

(I — )N+ (2im —8n 4 byy=2
( (S —3r— )X 4 (Bm—5n+ hy=1

RESOLUCION :

Bastard que sus cocfigientes sean proporcionales

4w = 2m =3n+b

8 m —3::—7;1 T 3m—Sn 4 b

yuitando denominadores se obtiene el <istema

12m —5n=2a |
dm—Tn=—-10u}

cuva sulucidn es

_ Ma+5b 8at120

k]

64

Solucion:

Ma+5b _ Ba-i12b

m—= —_— % =
64

49, Dudo el sistema de ecudciones
Vhy=-1
y4+2z= 9
av—ytz= T
av—2by= 1
8

N—do=

Aplicur el teorema de Rouchd para delerminar a v b que ha-
gun que el sisiema sea compalible v delerminado, sabiendo que
se cumple la condicion de que a sea un ninero enlero. Resolver

el sistema,




RESOLUCION ¢

La matriz principal 3 ha de ser de rango 3

1 1 (3
0] | 2
A= a -1 1
4] - 2h [§]
1 {0 —a

formemes of menor prineipal de tercer arden

S
01 2 =342a
Pa —1 1

. s 3
que sevit de caracterfstican 3 para adr — = v como w lie de ser entero A es de

rango 3 v nos qUL(I imos con las tres })Ill]'l{ld‘\ COLACTONeS, ].u. que S0
determinado también han de ser de rango 3 las dos determinantes orlados ;
luego han de anularse

1 1 4 -1 1 1 [ |
Q0 1 2 i} 0 1 3 Iy}
A= =0 A= =0
| a -1 1 h a -1 1 7
[ —2b 0 1] il 1) —-a #

v desarrollandolos
Jab s+ H0h - 3==0
- a )
Sa* 4+ 1Ga+11=0 2
sustituyendo en las tres primeras ceuaciones, se obtiene
gy =1

v+25:0

— X y4s5:=7
cuyas soluciones x—2, v= -3, z=06 es [Hcll comprobar gue verifican a las
dos daltimas ecunciones
Solwcton:
. 1
Determinade para a= —1; b:?

x=2, y=-3, z=6

— 43 —

50. Dscutir v reselver segin los valores de m, el sistema

my 4 yv-rs=1 )
N4 my+s
R ¥ + R \
RESOLUCION
m 1 1 w1 | 1
=] 1 wm 1 A= 1 w1 i
1 1 1 1 m 1

caleulemos ¢l determinante de A
At B2t ITIEENTTEN N my = 2
1.0 Para valores de o distintos de Ty - 2 o] rango de A es 20 sistemia
1
i -2
200 Parac= 1, A v A tienen de rango 1ol sistema os compatible o fade-
tepminade, x =1 yv—z.

conpatible v determinadn, v oy =z

30 Paraom = 25 A es de caracteristica 2 v A de 3 luego es incompalible,

Solugion:
1. m distintode 1, y de —2 compatible y determinado
X = =L = -
y m-4|+ 2
2 m=1, compatible e indeterminado x=1—-y—z
3. m=—2, absurdo o incompatible,



Limites




LIMITES

51, Hallur ol limile cuando n->oe de la expresion

Vnidan+b—vVuitdn+ b
RESGLUCION ;

Multiplicando vy dividiendo por o conjugada

; ; (a—aYn4+b—10)
nt +b — 2 4 = - =
Vit tan+ Vietant Vidtan+o+Viitant ¥

, bh—
B ('a__a)_}_.._...h. .

/. gl ?..._.':__T_ Coe .
[ SR T

"w ;

y cuando n—» X, queda

Solucion:

52. Calcular

N
lim (2L

n— % \ n — 1
REsoLucion

podemos eseribic ol numerador asi: (n=1)+32

. n r 0
limn o+l = lim |1 + 2 = ¢t
n—1 w—1

SNolucion:



T

— 48 —

53. Hallar

n
. i ( l/n — 1)
lim e
1 —ee [’Fl
RuEsorucion :

Hagamos

l/;—l-—-:ri

de donde

V=14 a; -i---hl:((l—i—;l‘)

Hj—‘{—-—ﬁ = 1) = lim

lim - _* e tim— =
n—x { a0 [{(14 0} x-o (14 xp*
Solucidn:
1

54, Calcular el limile de
" +8n—1

2n° +3n' — 2
cnando n—>ce segun los walores que puede fomar z.

RESOLUCION ;

Dividienda numerador y denominador por n'

”0.—3 + i — _L_
2 nd a-3
, nt n L
lim — 3 — = lim
W% 2 n—& 2
2 —_ e ———
+ n nt
- . nes
para a>l, o—3 s positivo, lim — O
., nrd 1 . 1
para =23 =—) lim = —
2 2 2

, , . 1
para a<3, a-—3 es negalivo, lim —— =
2 n¥e

— 49
Solticidn:
para z>-3, - >
1
pera z=3,
2

para <73, 0

55. Calcufur

Resoreends .

U 5 (LIt < = IS 501 x| nui s I -]
“: L iosuma de " erns Cros € € eF
| 8 [aY] I { i pprim 1 Wero

n=n
DA 1
L=] 4
]Ll(‘g:)

lim (:_+ i = lim Gk i = lim 1t+n 2“-_- lim
e 5:6 y " [#2 (- 1R n
P 4.

bl

Solucidn;

56. Culeulur ef Haniie de

n

Ve - (1)

cuando n->o0.

120
1*+' ) = el

n
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RESOLUCION :

Llamemos a, a la cantidad subradical

() s

aplicands el criterio de Canchy,

n
. -= s |2 ;
lim Va, =lm - " = lim

a

"

—
!

n=1 "
Solucion:

No tiene limite

57. Deteriminar x pura que tenga lnite cuando n—>x la ex-

presidn siguiente, v hallur dicho limile

& n— i+ DiE+2) "
% ani(n+1)

RESOLUCLON :

Como ¢l denominador no depende de 4, hagamos la suma Jel numerador

en funcion de n y luego haremos que »- >

i=n i=n

N i)+ = N eosn -1 i-el=

i=1 i=1

=2n(n+1) -E—(-n—l)Zi— Z it
1 1

pero sabemos gue

i=n i=

N neAl) N, D @rtD)
."_S"‘:ai 5 : fﬂt ¢
luego
i=n
. F l
z(n—i+1)(z’+~2)=2n(n+1)+(n—1)—”(%l_
i=1
an+)2a+ly)  n{n+l)(ni8)
6 6

— 5] —
Hevando este valor a la expresion dads

l(n+8) in

bun

para gue esta oxpresion tenga lnite, o

x>, Juego G-, - Tooblenidndose
R ]J_.E in
n ) H

v haciendo

8 1 . 1 Twem
—_ = - — 32
= ; lim [1 —+ e ] =

wi—

Solucion:

1 . .
para g =-—; lim=e"
6
58. Calewlar ol limite de
; n + a HETR ]
( n+1 )nax
RESOLLCION ¢
cfectuando e division _?t_fﬁa =1+ a———j—l—

S

(n + i'}‘-’“*’ _ (1 L4 —71“)2tu+n+1 _ (1 L a— 177)-3([:-1) —2_21 i+
41 w41 41

el segundo factor vale uno cuando a1 - >, quedando

nel J2ia-1)

lim (1 + :_ 1 )_u_-'i_ = (-1} -
o
B —1

h—r
Solueidn:

eE(a_—l)

Veorchete hia de render haela 1 cuando
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59. Calcular el lbmiie de
. n‘li
_mE3 N
i da f
Resorveidy
2 — ¥
n + 3 =1— ———4 " 3 para n= A,
e+ 4 n n? -4 n
2
n_lf:“_i » > A,
n i
luego
s 7”'2;1 . 4 n
lim (Afn + 37) x = lim (1 - it_) .
-t dnf s [
Solucidn:
ot

60. Hallar ¢l limite do
20 —5+Va'—3x+1
z-—1+ 8.8 + 3202

cuando x aumenta indefinidamente.

ResoLveion -
Dividiendo numerador vy denominador por «?

2

lim ¥
=% 3 e o e —
1 1 3 2
ﬁ—¥%+,—<
£ wd xd b
Solucidn;
3
2

5 3 1
- AR

2,

H

— 53 .

61. Culculur el limile del producto

REsorucioN :

Tomando logaritmos

2,4 8 2y
tP, = -1 { L R O
) a+"[3+9*27+ '(3)]

el corchete es una progresion geométrica decreciente y para n—> X vale

2
3 9
2
1--=
3
luegho
lim(P)y=—-la+2la=1la
n -0
limP,=a
Solucion:
a

62. [allar el limite, cuundo n->w, de

1l 4-na)
n

REsonreion ;

aplicando ¢! criterio de Stolz

; (_1 —}-—7(?1. + 1

lm % = lim T e Lra
M lilJn-v—l - bn n 'i’ 1—n
-
. +1
=lim TN g
nea 41
nox
Solucidn:

0



63. SNiendo
"
a, = -
il
cafculur
lim -
t"l
H—r X
RESGLUCION
lim Tp+t {n - 1»*t . R 1 _ (n + 11
a, L 41 u" n'
n-x

Solucidn:

64.

REsont

Sabenn

luego

lim(l :

Calenlur para n > el NHmite de

a a
eos8 — +- & sen —
i Hn

N

NogUe para Ber N
21

cos — —> 1,
i

n

n

. n s xa- _
I- “C”i) = lim (1 + if’—‘-) T lim

Nolucion:

65.
= Va ;

e?l‘

Defimda Ia sucesion ay, por

ﬂ2=]/a+u,;

a,=Vata,:

L

It

L

u, = Va+ Ay

siendo a un nimero real v positive, demostrar que a, fiene lmife

cuando n

—>o6, v hallar dicho Hmile.

RESOLUCION ¢

Vemos que la sucesion os mondtona creciente

atotada superiormente, Kn efecte

<y a+l supongamos que tunbicn a, <<ya 1

lo verifica a,

vodemostremos que es

v ovenmos que lambién

ap=Vatim=VarVart<Vatreyafi<Vati

urgo es acotada v por oo tanto tiene mie

lima,_y =1
n

vy podremuos escribir

=V a+x; x—p —a=

Solucton:

ima, =

.

66. Hallar ol limite cuanda n—>x de la expresion

P+22 434+, + 2

HEE

RESO CCION

M

3+ ()

Caleulemos por separado o) numerador vy ol denominador

Numerador. Ts la suma de los cubos de los o primeros ndmeros y vale

nt{n —5—1)‘:

4
Denvminador.
n i 4_(”‘) (;u)z
(1)+(2) ACIRRY
ni{n—1) nin -1 —2) win— 13— 2y(n—3
=n - . — - 4 . R —
s ot 6 ‘ 24

:—%[244—12(" ) 44— Bn+ D+t -6uttlin— 6=

T
=—[R—2nr* 4+ 1ln+ 14} =
24[ + + 14}

{41}
24

(nt*— 30+ 14)
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tendremos al sustituir

Y 6 D

nex  #E = 3n 4 14

Nolucion:

67. Se dan dos nimeros o v Iy ta<<by v formanos la siguien-
te sucesion

day, byagay, a5 dy,

en la que cadg términoe es la media aritmclica de los dos que e

preceden. Se prde:
1. Demostrar que existe el linga, cuando n—>

2. Calcular dicho limite.

RESOLUCION -

Sabemos gue la media ariundétca de dos nidmeros, esti comprendida entre
amhbos, v oaplicando reiteradamente esta propiedad podremos escribir

A<l @y ag T Ay <l ooy T ey T =T ey Ly el B

para demostrar que éstas dos sucesiones mondlonas tienen ¢l misma Hmite
hay que demosirar que son aconiigaasn, os decir, que
¥ -

lim (4, — «,) =0

n—x
En efecto
1 1 {(— 1y~
Ay — Ay =— _2_ (an_an—l)= _2 (an—i - l’i'“_!} = e = -‘é-"‘i (.i", —a}y—=>0

probada la existencia del Wmite vionos a caleularlo,
De 1a ley de recurrencia del enunciado, podemos eserilir

2a,=a+b; 2a=a+b; Zay=ayta, . 2a, =0, dyo

- 57 — |

vosunuindolas micmbre a miembro, obtencmos

an-l+2anz“+2h

vocomo
27
lima,  =lima,=x B3x=a+20; :A':=-(L_+_3 ’
Solwctdn:
a+2b
3

68. [Hallur ¢l limitic de wuna sucesion que contienzu por dos
nneros positivos a v b, en lu que cada clemento es nedia geo-
métrica de lus dos anleriores.

Risorveron ;
Por La propiedad de que la media geomdctrica estd comprendida entre los

dos nameros, Tacil es demostrar que contituyen dos sucesiones acoladas y
comntiguas

R TP N PR TAINE SO [P P TP |

"or definicion

wy=Vab, ny=Vbit,, wu;= V;c_,-'ia; T T
v multiplicando miembra @ miembro v simplificando
V?tnwl cHy, = Va'- b
v ocomo la sucesion ticue llmite
limw, =limu,, =&

aVe=Va b, x'=al?, x = Vubt

Solucisn:




— 59 .

— 58
RuEsoLUCION :

69. Si S, designu la media aritinélica de los productas de fo-
dos los pares de enleros conseculivos cuya swma s n, caleulur 1
tiaciendo N ={

.8
lim =% 1 1ogn 1
n-x R ] an X hn — i a ot ) t
RESOLUCION ; nanl o - tl_r}}]( 9
a) [Para n=rpar
bagamos ¢l cambio
O+ 1n-1420-—-294+ ... + i (?I — T) a =
S = e 22 T =1t {1
" 7?7"7 + 1 — 2
2
L '
2 Y w2 at 4 phye , = . 9
=_[~-(1+2+—3+...+ -)]—[12+22+32+...+()]: hm() ~lim (140 =+ [2]
w41 2 2/ t=0 tr—~0
_ 2 I ni_(f 4-2) REAUES 1)("1_"t_2l caleuliremos a de ()
n+41 8 24 . . , Y1
1 -1 o Lfpa —1 ) —
g 1 1 a!:limml-ﬂr—_{—i--ﬁll_-:hm—‘—[ + ; J=
limf”-=2(g-—-):; 0t 2 i~0 2 ¢
ne 8 24 6 ]
b} Para w=impar — _1 (la4- 1)y =1 Vb
2
(n—1) (n-+1) " ’ ;
q 2 R4+ 3 (0 - 1) 2 2 gque llevinnos o (2)
S, = —— e e e
n -1 8 6 1 1
‘ : a™ +b" N oan
lim o o f1 ___L)__l um[*2J el = an
n? 8 24 6
Solucicn: Solucidn:
ay vab
6
-
70, Calcular sin e plear derivadas TV, Hallar el limite para n- > de lo expresion
r ER !
“m(a" + b= ) In!
I — k)
it 2 In
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REsotrcion ; ~ .
73. Culeulur el limile para n > de
Aplivimdo el eriterio de Stols

H 3 n
LR . tul =1t — 1)! . T 1‘ O ,Bf_i_i_;_____i_k(,??._‘_h_
lim - -— = lim - = S e llm = nt 9 gt -t
in® i — (e — 1)t nin —(n — 3y — 1) :
. ] i in RESGLUCION ¢
= lim = lim e T =

(ﬁI “lj_ln_f tn—(n—D0D1nw-=1 Aplicando el criterio de Stolz

S + 1) (e Lt + 1)
el e i o lim 25 — jim S8 79 i i = lim S =
[(1 } 1 l)" ’+ " In+te b, b, — by R —(n—13 2n—1
"
Solucian: n=1 . ; -1
1 :nm(1+1') L st TR 2 i S O VAL L I
7 Sn—1 Q-1 N 2
Solucién:

.. e

72, Huallur el limile -

(R I ]

RESOLUCION :

T4. Hallur los lmides a lu derecha vy oa la icquierda de o
funcion

w
o

. (D0 +F2 3. m+m 1" o [ea gt tga+1
lim | =+ —— L b os ) =lim ) —— = e Z
n—x n" nem| nln” toa —1
voaplicando Ta férmule de Stirling cuande x—> _7;._ ]
lim ' =lim V' 2am.n". ™ -
H—a0
sustituycndo RESCLUCION ;
B x Pademos escribir ;
2V mn 2nprein In li 220 Y 2
=lim| ——im———— | =lim | T = R . A _
Vazun®e ™ an n—x | Ve teax — 1
. 47"
=lim?2 % ‘22‘?7"’—'15:43@'1:",] para J':f*—s Igt —c>+ % lim yae=1
H—n ¢ 2 2
£-=t)
Solucidn:
4 X ™ T
para o=~ 4+&¢ tg- 4> — L} limy=1
e 2 -2




cumo en ambos sentidos el Hmite s ¢l mismo pudemos eseribir
. T
limy=1, enande x> -~
2
Mas sencillo, st observamos gque

™
.
y [e+3
y para Lows ke

li lim — g [ +") Jim tg 3"i-)—1
n = {lm — — X € = — g =
y=tmg (g e g (s

20
Solucion:

lim y=1

75. Hullur los lbmites a la derecha v a lu isquierda de

v=Arg Th (1g ¥)
cuando x— :; .

RESOLUCION

f,ftgz —_ e-t.;:x egtgx —1 9
y= AT gtew T atax 41 - p1ET 4
ceamaos el denomingdor
T . . r .
L= —¢ [por la izguierda) tg (E — a) —> -t o Lmypy=1
2
e=" s tpor la derccha)  tg (% + e) >—w  limyp=1

luego podemas decir

lim Arg Th {tg o) =1
€ - 7
2
Solucidn:
limy (a la derecha)=Ilimy {(a la ixquierda)=1

™
para x-> -

2
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76. Iallar los limites a la derecha y a la 1zquicrda de la

. < tus
funcion _efr 42
Y (e 9

™
cuando x—» -

RESOLUCHON ;

1.0 A hnderechs, prn n= - + =5 ty (7: + s)—> — %

2 2
N = x
200 A i zquierda, porn = — g lg(w — e) > L
53 5]
F—

ego sustituyendo en la expresion dada
lim v (a la derecha)— —1

Hm v (a la izguierda) =1
Solucidn:

para x—> -;— por la derecha lim y=—1

para x%% por la izquierda [im y=1

T7. Hallar los limiles por la derecha v por la izquierda de
la funcidn A
y=p=?
para x—32,

Rysolrcion :
para =2 (par la leguierda) lim y = lim e ™ = lim — X 0
e®
e—Q

1

para x=24« {por la derechn} limy = lim et >y

i—0

Solucidn:

{por la izquierda) lim y=0 para x=2
(por la derecho) no tiene limite para x=2
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78. lverignar si tiene limite [a funcion

e+ +Hy+ D
@+ v

cuando x ¢ v Hendew hecia cero, v en cuso afirmativo, hallar

dicho fimite.

REsonueron :
Hagamos tender & ¢ v hacla cero, segun una direccidn  eualquicra
Y=Y

e+ 1) + e 41

z=lim ) = [aplicando L' Huoppital | =
(14 wm)x
x--
Loy m
. oaw+1 mae + 1 1+
= ]_]m - S e = — = 1
14+ 14 m

—0

al ser el limite independiente de o direceidn on. existe ¢l limite v dicho
ffmite vale 1.

Solucion:

79. Cualenlar cuando n—o¢ el limite del producio siguiente:

a o« a
FLOS o - COSm L COS D

a
£ = cos

2

RESOLUCION ;
sena

Sustituyendo cos a=
2gen o

— 65 —
a a
sen — . sen — en ——
sen «a 2 2n-1
P = JE— . =
a
2 sen — 2sen — 2sen — 2 sen —
a8
sen a 1
=sena
2" gen — sen —
4
a-
a
21"
¥ como
gen
. an . BeI 11
lim——=1, limP=-
[#3
273
fn—m
Solucidn:
sen a
HmP ="
a

80. Limile cuando n—ao del producto

i=n lktg:j,
(-t )

i=1
RESOLUCION :

Sabemos que

cos® r — senlx 1—tgla
cos 2 = - = g =(1l— tgix)cos’x
cos? & + senw 1+tge
de donde,
cos 2w
l-tgtr=~——"—
cos®x

v sustituyendo on el producto dado

-
a a
¢o8 — COo5 — COs —_
cos a 2 4 o cos a
LA . @ , O ,a 7 - a a
i=1 ¢os? — cost—  cost? ] CO§ — +COS -~ ... COB ——
2 2z 24 2" 2 2t "

i}
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y teniendo en cuenta el problema anterior

Series numéricas Y potenciales

Soluctdn:

- Sumacidn de series -

MétOdOS elementales de d&Sd?‘I’OllO en serie

Recomendamos gque se amplien éstos problemas con

los del Capitulo 7. IL.* Parte de este mismo libro.



SERIES MUMERICAS Y POTENCIALES - SUMACION DE SERIES - METODOS
ELEMENTALES DE DESARROLLO EN SERIE

81. [studiar la convergencia de las serics

9
Y, =sen?+ 4sen’l + 27sen’%+ ... +n"%sen”— +

. 3 9 27 3"
Np= e + - — b
Zarctgl darctg®2  Sarctg®3 o"arc tg"n

RESOLUCION ©

1.2 Como

2
n 9 sen —
lim V'u, =limn-sen —=1lim2. _n =21
[ Tt
n
la serie ¢ DIVERGENTE,
2% Como
[ 3
lim Vu, =lim ————— = —<1
e 2arctgn b
n—x

la scrie es CONVERGLENTE
Solucion:

X, divergente; X, convergente

82. [Etudio dc las series

1 2! 3!
Y= - o
3+3-5 Jr3-5-7+ +

nt s
3-5-7...32n+1) /

¥, = log%-{—log%—i—log%

AR L
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RESOLUCION ;

1.2 Aplicando ¢l criterio de D7Alembert
u° . n—+1 1
Yan __pyp P EL

—- = — <1 convergentt

lim =
2n 4+ 3 2

i,

2.0 Aplicando ol criterio de Pringheim

n
lim # v, =lim log (1 + }: ) =lege>-1 divergente

Soluciin:
Y., convergente

Y,, divergente

83. [istudio de lus scries

=0V e-1)+V3-V2)+.. +(WVn+ri-Va)+..

ne

n!

—y —

Rusorucon :

_ 1
10w, = (V’ﬂ H4-1 — ]/N) = —==
Vntl+¥n
limnu, = lim ——= AN <o divergente
" Votrl+¥n

también podemos ver facilimente yue
S, =Vn4+1—-1 quetende n a->x
cuando n—>N

20 Apliquemos D'Alembert

: . 13 !
lim 4852 — Jim 0+ 1) - lim ot =01 convergente
U, (n+1)! n? e

Solucion:

Y., divergente
Y., convergente

7]

84. [Fstudiur la convergencia de la serie

n:f ‘l
R
n=1 (1 + ’;i‘)
RESOLUCION ;
1 ! =—30
im L p
(4]

in serie es DIVERGENTE
Solucion:

DIVERGENTE

85. [studio de l¢ convergencia de las series

1 1 1
L=+t o=t b=t
V2 \3 v\

- -1
SIPUPRR SIS G YA

Ve V3 Y n

RESOLUCION ©

1.* Los términos de la serie dada son respectivamente mayores que los
de la serie armdnica, luego la serie dada es DIVERGENTE,

limmu.,:(). luego la seric es CONVERGENTE,
Solucidn:

5

¥, es divergente

Y., es convergente

.

2.0 Serie de signos alternos, cada términe es menor que el anterior v
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86. Anulisis de la serie

88. [Lsiudiar la seric cuyo {érming general os

n+ 1\
w,=1|—
)

El térinino general u, 1o podentos escribir asi:

e

. . 2 a
comparemos la serie dada con la de término general v, = (__,__ .

\n+‘2
- 41

REsoLucioN RESOLUCION @

Aplicando ¢l criterio de Pringheim
) / w+1 + 2 n B 8
lim n* «,=lim =/ para =z= 3 =1 convergente

‘n“—}-dnﬁ {—31;34—1

Solucidan:

CONVERGENTE

87. :lnalisis de la serie

\ ,li‘ 1
2y

luego Taserie dada es convergente al misme ticmpo gque la Vo que vamos
a estudiar

2" 2% 2% ) 1 1 ’
i _[ SR
1% 2% 8¢

TON ¢ i i i i
REsoLuCION ¢l paréntesis ¢s la serie de Rieman, luego

La serie dada es «mayoranten de fa

v

Soluctin:
a>1 Convergente

‘—i .
Vn =<} Divergente
pero
A—i Vn -
B9. [Irstudio de las series

v 1 1 ) -
del tipo de Ja serie de Rieman ZW?OT que por ser a=-—--_1¢s divergente, Vo= 1 + 13 + 1- 3__(.) 4

= » 2 o2 9.4 24406

luego la serle dada con mavor razdn es divergente.

1 1 1 1 . 4
\‘3:"";'"' —+ — PR R S

Ve—-1 V31 V3-1 V3+1
1 1

+ —— = — = +
Va-1 Vna+l

Se ve mds facilmente viendo que lim u, — 2.

Selucion:

DIVERGENTE



Resorucion

1.2 Aplicando ol eriterio de 17 Alembert
lim et im 1 '3--":1__.‘:. (2a-02n+1) ) 2.4.6,..2n o
", 2.4.6...2,4(2n4+2) 1-3:5...2n-1}
= lim ,2JLﬂ =1 {dudlorsa)
2u+2
Aplicande ol eriterio de Raahe v que antes del lmite, HJ"”—‘— <21
H
1 .
2n+1 = o i lim noa=lim — NI divergenie
2n+2 14 = 2n 41
28 Como
1 1 2

Vin—t _%7117_ n—1

pudemos agrupar cada dos wérmines v ose obtiene

1 1 i
S=m2fld o T
2 8 n—1
gue cs L serie armonica lucgo s divergenfe
Solucion:
¥,, Divergente

¥,, Divergente

90.

Demostrur gque st la serie de términos positivos
o
X
!

es convergente, lamién lo es lu scrie

1
3 )
1

— 75 —
RESOLUCION :
n
Dor hipatesis Tioserle dada es convergente Juego Vi, <<l La scrie preten.
dida estd formado por los productos de los terminos de Xuy, por los de la
sucesion acotada
_ 3 —_— " -_—
wyy, Vg, Vg, ....,Vu,
luego la serie resultante serd convergentu
Soluciin:

Es convergente

91, _lualisis de la serie

RESOLUCION ©

Apliguemos el eriterie de D'Alembert

. R . w41 741 .
lim —**L = lim - L+ S L x=x; @ <1 convergente
n, nt 4-2n+2 n
. : n? .
Para =1, limw-.-u,=lim———— =140 divergente
i+ 1

Para r=-—1,

seric alternada  lim v, =0  convergente

Soluctanr:

Convergente para —1<x<C1

92. [Iistudio de las series

) n
. x x
a) Znx”; b)) X - c) X

n "
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Resenucion :
a) Aplicaremos D'Alembert
1 Wt : n + 1 . | o
lim —— = lim r=i; r|l<Z1 convergente
u, i
- Hnet H
para v—=1 A5 ] es divergente
i,
para & =—1 lim w, £ ¢ s divergente
by  Apliguemos [ Alcmbert
H ”’II+1 / ' ~ -
lim =lim T = x| <l1  comvergente
M + 1

para x=1 limnu,=lim} =n->0 divergente

¢} Aplicaremos ol eriterio de Cauchy
n
tim Vo, = lim ;];: -0 convergente
Solucidn:
a) Convergente para —1<x<Z1
b) » » - lx<1
) » »  cualquier valor de x

93. [siudio de lu serie

Su

arcte —— L
" R+ n+1

REsoLseidx
1

1
<
w441 nt4n+1

i, = arc tg

aplicando Pringheim

_”tI

limu, - 2" =lim —— =k a«=2>>1 convergente
n

nt4u+1

Solucidn:

Convergente

—_ 77 —
94. [studio de la serie
2 8 4 s
i [4 t t
e SR S
1 2 3 4 9
Resorucron
Agrupando partes reales ¢ imaginarias
1 1 1 L , 1 1 1
(ot s te— )i +7——~-)
2 4 6 8 3 D 7
las dos series de los paréntesis son decrecientes v de signos alternos 3y
T 1
ademias lim — =0; lim ———— =10, luego son convergentes y por lo tanto
2n 2n—1
i serie dada también,

Solucion:
Convergente

95. Se lansa una pelota desde el origen de coordenadas con
una velocidad iniciul v formundo una dngulo « con la horizontal
¥ bola en los punlfos P (x,. M, PLix, 0), ..., Pux, ), siempre bajo

L™,
&
3

un mismo dngulo (wer lu figura adjunla). Las velocidades inicia-

les vo, v, vay ..., en los sucesivos rebotes decrecen con lu ley
v r, iy
==, =" =]
l'u t ln

Determinar x, v lim x, {prescindiendo de la resistencia del
aire), Nota: Se sabe que la lravecloria purabilica de un mdual
que sale del origen con velocidad inicial vo v formando un dn gu-
lo z con la horisontel, es

mﬂ
y—mtﬂ‘m—ﬁf‘g
2k costa
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REsOLUCION ¢

La (n+1)— ésima pardbola, del rebote inicinudo en ol punto {x, 4 con
velocklad oy v dngule o oes:

T — )¢
¥y = (Jg — x") . tg‘a — _ﬂ_g"
2v.2costn

gue cortard el eje OX en %y, haciendo y=0

v, sen 2«
Ly — Ly = n _é;;__.. ey Ty = Ly + .

v,isen2q

segin (1} las abscisas de los sreesivos rebotes son

gen 2o sen 2« senZe
o= S0 g = R = SR S 00 )

sen2a

2= PRI (e b )

¢l partniesis es una progresion geamétrica de razon o<

sen 2a

w, = LA et + vy =.

sen 2 a et ]
& ?—1
seni2a , 1 c%®
vt

a = =

g I—¢®

ruando n— 3o, como =<1, se obticne

vt - sen 2o

lim &, =
gl —¢%)

Soluciin:

— 79 —
96. .Andlisis y suma de la serie

="

et
=1 n (ﬂ + 1)
REsoLUCKON :
Criterio de Pringheim
@
lim 2% - n, = lim —— 3 a=2>1 convergente
n'n+41)
descomponemos el términe general
1 A + B 1 i
n(n41) 1 w41 n n—+1
dando valores a u=1, 2, 34, ...
1 1 1 1
Y= —F—4+ 4.
1 T 2 3 4
=1
1 1 1
2 3 4
Solucion:
Convergente
5=1
97. Sumar la seric numérica convergente -

3
1
8

I/

1
a{n+4 1 n+2jn+3)

2
it
[




| v odando valor : A LT
Il RESOLUCION : A do valores a u y observando que A4 B4 C==0

Es una serie de Stirling, cuya descomposicidn del términe general hace
mos direclamente

1 SRR TR _F;__i]:
= 7]?17: -}-_3)]—7?1] lu (n+Din+2) (- 1) {n +2) (e + 3)

Solucion:

1 R I _]
ﬁg[n(n—i—l)(uf{-‘:‘) (4 1)(n +2)(n+3)

1 1 3 1 1 1 1
§ = e b e =
8l1-2.3 2.5.4 2.3.4 3-4.5H 5.4.5

99. Analisis v suma de la serie

\1 21!+3
i (n—~1)n(n4 3

H Solwcidu:

RESOLUCION :

Aplicando el eriterio de ID'Alenibert

98. . Andlisis v suma de la seric Lo s 2ad — et — 18—
: Hn Yt gy 2 2 W =10 o

i '::‘ an—1 ", 2t b 11wt 418049
\ - - criterio de Raabe
:':‘ln(n—i—l)(ﬂ%"z) riterio de Raabe 1
= u, .

| RESOLUCION ¢ ;":L =7 o v limre=6>>1 convergenle

Apliquemos ¢l eriterio de 1D’Alembert 9048 A B C
] g B o
it lim L = lim—-aw:’*_jg— =1 dudosa (n—Lnin+2 n—1 + n - w42’
) +
' Uy, 3nt+5n—3 5 .
| aplicamos Raabe A= :'3 y i=-— é g Qo= _1_; A+B4+C=0

0

Bet2n = x limpae=2>>1 converdente

- - 1 sumaremos d; ~alore v de g =2
324+8n-—38 1+« dando valores a partir de n=2
i .
' descomponemos el términa general o
8n—1 A 4_#}::,'_
n(e+1)(n+2) i) n -+
1
A=——, B=4;
2
L
0

SR VS SR B ol S
2‘ a(n4+ D@+ 2) 2 7
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Solucidn:
Convergente
65
S= -
36

100. Andlisis v swma de la serie nwmdrica convergenle

n=%x

Z CZ2r+1
oot nin + 2 n+4)

ResotueIdy

271.+l___=ﬁ£+ B +,C__; ‘\=L, 'B=—6—, c="
n(n 4+ 2)(n+4) " w42 n+4 8 8 8
A+BHC=0
YR L B U Sl S S B R S
Zl‘n{n+2(n—}—4) 821‘n+8fn+2 sZn-H
141 t 1 1 1 1 ;
:E(T+§+'3+4’+5+6+'”)
6 11,1 1
il Sl e Y S
+8( 3+4+5 ' 6+ )
T 11
_ ! L +)
s 5T e

y teniendo en cuenta que A+B+C=0
1 6 1 1 67
s=ylrgta i)ty =5

Solucién:

67

96

— B3 -—

101, Swumar la serie numdrica convergenle

n=a

X _ 5nr8
ot i i+ 1) (1 + 3)

RESOLUCION :
Descomponiendo ol término generad

.)n—l_—3 _ A B C

?t(n+1)(rl-§-3) 1 +u—1—1+n+3

o+ 3=Aln+1) (n+3)+Bu(n+3}4- Cu(n+1)

para n=10, 3=34, A-1
n ou=-1, —2= 20, B=1
w o om—- 3. - 12-6C, C=—2
luego
SISt NN S U SR SHNEPY YN

n Do) -‘rn+1 ~ T

1

1.1 1 1t
TiteTs Aty T
1 1 1 1
Te Tyt et
2_2,
i 5
de donde
S=148. —+2 :% .

Solucidn:




102. Sumna de la serie

h=x

~ 3n+ 2
Yot
sl -
n=t 2

RESOLUCION :

By Tt Tt
. 1
multiplicando por o )
1 b 8 11 14
STy T T T
restindolas
1 3 3 3 3 1 1 1 )
-8=64 -4 —+ — veo=04+—lt+ =4+ —+4
2S J+2+22+2“+ +2( 2-‘-22 29
Lyops+ 2228, s=16
2 2
Soluciin:
16

103, IHallar el numero de iénminos que hay que lomar en
la serie

i 1
5= ! +- '1—':)"4'

1 1
e T
1-2 2-3

3.4 o

para oblener su swma con cror menor que 0,00y calcular dicho
valor.

RESOLUCION :

limh —

H

] 1 .. .
1 =1 convergente, pero —2L <7 limite superior,
2 u 2
Pl H
El limite superior del errar viene dado por
1
l - 1 1 2 1 1
3 u, ——— e . . e e — — =
M nin &1y 2ot 1 nin+1) 21
2

—. 85 —
1 . .

cuno guerciiios e e, ——— )I.‘ml:,‘urcmus ](l mecuacien
100

1 1 1

nnA4-1)-271 22 100, n=4 términos

;r(n—{—l) an-1 \.166’
luego
1 1 1 1 1 1 1 .
s=—4_7 - + . - ———2061
WREN R T

Solucion:

n=4 términos

1
§=061 con e<? 100

104, Calcular el wimero de {érminos que hay que tomar en
la seric

1 2 1 2.4 1 2-4-6- ... -2n 1
—+ ot . et LT e L
4 3 £ 3.0 4 3:-5-7- ... -2n+1) 4
para oblener lu sumu con error wmenor gqne ERGE
REsoLUCION ¢
Aplicande ol criterio de 12 "Alembert
1 .
lim - = lim 2n+2 1 = 1o convergente, Znst <l
M, 2743 4 u, 4
luegdo
1
_ ! 2.4.6. ... -2n 1 4
e < U, — = - — - - - —
—1 3.95.7 @ty 4y 1
4
2-4.6- ... :2n 1 1 .1
e - : — &,
3.-5-7- ... -@n+1 4 3 2,10
3-6-7. ... .2nt1)4".8 -

- 2104 n=7
2.4.G. ... - 2n - k
Solucion:

7 términos

5=0,3033
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105, Culcular ¢l nibmero de términos que fay que tomar on

serie n==x
la sert S 1 1

::1 » (n+ Dn+2) T onm

para oblesier su Suid COR CPrOY RCHOY JUC BN milésima.

RESOLUCLON ©
Aplicando 1" Atembert

i
lm A = lim noo ] —_——1\1 convergente comu <
. n+4+3 2 2 i, 2
1
2 1 1.t
R e e - T
P nin -+ w2y 27 1000
2

resolveremios 1o inecuacion
IR BRSNS L L L =N

Solucian: . .
vt 5 términos

106. [Kstudio de {a serie

3 ] 2i-1

x a T
» 37+ :')__jL +'2n— 1 AR

y calewlar para x=0,1 la swin de la serie con cineo cifras deci-
males exacfas.

RESOLTCION ¢

Apliguemos D' Alember

ot <
w2 — 1 .
S (.__. ) = g% 1 luego el 1 convergente
(2n + 1yt

lim Har
1

= lim
H

ol Umite de la relaciton es &% ¥ es limite superior, luego

pin=l :I-!nJrl
g ——— Tt = vy para x=0,1
29 —1 20 —1
0, 1ntt 1
el e gl -y o m=2
20 —1 100 000
cotio L suma ha e venic o con cinvo cifras decintdes, tomaremos il
sumando con scis 0.001
$=0,14 — =0,10034
3

— 87 —

Solucicn: Convergente para  — 1 <\x<<1
$-0,10034 con e< | -
10°

107. Dadas las scries

. 1 1 . 1
‘_‘=1+§cosm + 2—2-0052m+—é3 cosBaw -+ ...

1 1 1
‘.‘ - - L‘ S T—n : "
X, 2%011:0—%-22 sen 2 & -+ o sen 3 x +
se pide:

1.2 Demostirar la convergencid.

2 Calcular la suma de cuda una de lus series.

RESOLUCION :

[ La progresion geomdirica decreciente
1 1 1
Lo p e —
2 22 23
o5 winavoranten de las series dadag, Juege éstus serdn convergentes

20 Sumando miembro a miembro a la primera serie, la segunda mul-
tiplicada por 7, y leniendo en cucnla que cos o8 ¢ { sen px— ™

l_ emri 7}_ 717 a®
2: 23

T AN, i=1 ; iy LN

i
. vy . . L&
progresion geomdétrica decreciente de razdn —, liego su ~uma vale
L] :
Q
21+g=.i=f1tf,ﬁ; 2 R il e = 2
" e 2-¢" 2—(cosm4iseny) (2-~cosx)-—isenx
- -

v racionalizando ¢l denominador ;

S 4y, des 2[{2 —cosx)+isenx] _ 2(2—cosa) 2 sen
54k, =

(2 —cosx)t + sen®x H—4cosx 5 4co8 w
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¢ igualando parles reales e imaginarias

v o 2Boesm) o Zsenw
= Y=
b—4cosix | D—4cosm
Soluctin:
1. Convergentes.
po v _ 212—cosx) . 2senx
' 5--cosx ' ' 5_-4cosx
108. Suma de lu serie
a X B x
arc tg -— | arcte L taretg e to.tarctg S e b
1 141207 1+2.3.% +n(n—1)xt
Rusorucion
Descomponicndo el térming general
T war—(n—1)r
it,-arelg ————— —aretg -— -t =aretg nr—aretg(a—1}x

T 1y (n—1x? T L (n—1)x?
S,=larctg »—arctg Q- x] 4 (are tg 2r —arc tg x ]+ [are tg Bx—are ig 22]4-...
w + larctg i — arctg (v — 1))
8, = arctg »r, lucgo

T . ™
B =lim8,=limare tg ne= -
> w H—> 0 2

Solucion:
b

.

109.  Andlisis v suma de la serwe

n=on

Z (! + 1) 2™!

n=1
RESGLUCION :

Ficilmente se ve aplicando ¢l eriterio de D’Alembert que es conver-
gente para —1<2x<1,

__ 89 —
121 primer fuctor de cada uno de Jos términos lorma una progresion arit-
mética de tercer vrden, cuyas diferencias calculamos

4 b Jot 65 26 ..

Liamando = o ta suma de o serie dada
Sl U+ 28 1 60T 4 12658 4 L
multiplicando por «
SA=UX 4 URT L 280 1 60 L
y restandolas
S(L—-x)=2 4 7o It 37 4Gl . =24 Syx (L
Hamando
T e i a1 A S
nmultiplicando por «
S Tx LOxT 3Tt 26D 4
y restindolas
Sl -x) =708 p IR 2t L =T (2)
sicnda
S,o= 12 18x 4 2dxd g
multiplicando por x
S.x=12x - 1827 | 24 03 4 ...

¥ restindolas

6 12— 6x
SAL a1 gal pat et L b2 BAACENL 58
11— 1—zx
6(2 )
de donde  S,-=- (2= ) vilor que Nevamos a (2)
{t—xF
. - 6r0(2 —w ; 2247
R T
r—ap (—xp




— 9y —

Hevamdo este valor a (1), obtencemos

il e o
{(1—a)

§ =

Solucian:
—xX+4x* x4 2
1 -x

: para . x| <1

V10, .lnalisis v swma de lu seric

e VI UL !
1-2-3-1 3406 DH-7T8

R ESOLUCTON ¢

Apliquemos ¢ eritevio de Pringheim
n=

En—D2n@n - 1)(2n -3

lim w, » n* = lim

descompuonemos el término general en suma de fracciones simples

T _{\_ + B -+ C — L
! 2n 2u+4+1  2p 42

guitando denominadores
1=A2.2@n-F0)Ei +2)+BEun—D2n+1)2n 2+
F+CRue -2+ +DCu—D2n2ud-1

para i = . b= 64 A= b
g’ - 6
« o= 0 1l =—2B; ]3:—1—
9

- A+B+C+D=0
< n:——lg 1= 2¢; C= L
2 2
. 1
€ n=—1; 1=—461) ND=——
6

Jde donde
S=,1 b 1 ,_l\ 1,,,+lg 1 _,1,,,27 1
6 2a-—1 2  2n 2 2n+1 6 2n4-2

e - R b m e +
L en—1)2n(2n + 1) (20 +2)

R a= 4 -1 convergente

)

v dlando valores a n=1, 2, 3, ., v teniendo en cuenta (2)

5:2 .12__‘5__
3 12
Solucion:
CONVERGENTE
2 5
S = 12—
3 12
11t. Sumar la seric
n=@m 1
~ n{n+ 12
sabiendo que
n=x ]
Z . kl =
- n+ 1) 6

RESOLUCION ¢
Descompondeemos el término general asi:
1 1 1

R IE - w41 (g

-1 < 1 « 1
= f— e — 1
Z n(n4 1)t -?—4 nin -1} 21‘ {n 4 1) )

by serie minuendo tiene por suma L (problema 96), lucgo

a

rl

=1-(1__1)=2m
6 6 -

Solucion:

1

T

6

| -




112, Swuntar la seric

'~ S, 2 1 35
| G
= ! 31*«1:+55+

en la gue 5, es la swna de los producios bingrios de los n prime-
TO8 '”fi}”l’rl‘is naturales,
Rrsorueion .
Caleulemes T ley de los numeradores aplicands diferencias finitas
0 \; 2 11 B et | T
0 2 i 24 H o L.

(Y
-l

-1
s

—

-l

o

&
-
—

=

. fn—1 n—1 n—1 n-—1
R e BT e
_ _3)1‘—101r3+9111—271,
24
podemos escribir, viendo que para n=U0, L v 2, u,- 0

! 24

n=: n=M

"Go S 1 ﬂ; Fnt — 1000+ 9u2 —20
dmd dnd

n!

descompongamos ¢l numerador en la forma
3t — 10 4 9nt—-2n =
=An(n—-1)n-3n-+Ban-n-4-Cn(r—1)+Dn+E
donde
A=3, B=8. C=D=E=0; {(A+Be=1l¢

Solucion:

113, Andlisis v swma de la serie

R="
~ .’L‘n

n (n-+ 1)

n=
RESQLUCION :

Apliquemos €] eriterio de 12" Alembert

lim "' = lim - e x=q; convergente para - l<x-31
", (n 4+ 1)in +2)
El términe general lo descomponemos asi:
xh xh wh
n{n 4+ ﬁ - W'n”‘ T =+ 1
luego
nin+1) - n -l 7 +1 ‘
recordemos las =eries logaritmicas
Pretd xd Precd
{l+uw)j=uw —?-{- 3-——4——{— ..

xt xd xt
— Nl — p)—¢ Bhuis S e RS PR
{ xry=wx + 5 + 3 + s -+

la primera serie de (1) vale

y la segunda serie de (1) vale
g pht 1 pntl
Z‘LA:Z,Z_L_zlpqu—m-ﬂ
- 7 + 0 &x n 41 @“

llevando estos dos vilores a (1)
. " ) 1 1—uw
- -V — =1l +--l{l—-—+1=1 =l -
& gt { ) " )+ + : ( )
Solucién:

CONVERGENTE para —<<1<<x<1}
14 -2 o
X




— 94 —

114, Andlisis y suma de la serie
x .
2: nin+1a™?
1

RESO1LUCION
Apliguemos ¢l criterio de T)Alembert

it .on+2 ‘
M = Yim —— . —»x, | <1 convergente
U, n

lim

para 2 =1, lim w4, 70 es divergente
Nz d G 1207 4 Q007 4 3t
multiplicando por
Sy= 284 O 1247 4208t 4 L
v restiindolas
ST —2) =24+ (4x + 60 82F 1080 L ) =24 20+ 5,
siendo
S,=  Zdw 4Bty
multiplicando por &
Sx = Qv 3 4xt

y restandolas

S,(il~z)=2+x(ltetattat+. . )=

@€ 2—-¢x 2—x
=24 e == H 81:————T
11— 1—x (1 — )
llevando este valor a (1)
— 9 .
Sl —~xy=2+4 2z@—2) = = ., de donde S=
{1 —mx)* (1 — xp
Selucidn:
2

1—xp

para Px| <1

(h

115. Sumia de lus series

1<
i

1 —1) ~1)(p-2)...ip—
1 p vl P lp2hdp-n ) |
g llig+1) 2Ug+2) m—=1)tg+n—1)
vl p__pe-b e plehip-2)do-nt )

gﬁl!(;g-;-a) glot+2a) m=11'[g+{n—1)a)

Rysorueioy

1.7 Se tiene evidentemente

1 2 1 L 1 ) 1 1 1-2
para poed, —— — 4 ) .—'_(- f— —(——-—— -f):-" S
yogtlb g2 g gl g+l g42 gloetl)(g+2)
L, 1 3 3 1 12 1 1 2 1
para p-—13, e :(-- -— -1-*-——)—(—— — =
okl g2 g1 og+2 ¢+38
1-2 2 1-2-3
(¢ + 1My +2Hg+8) glg+1{g+2){g+ 3

e

y cn general

oy PR =R p ot 1.2-8.p
n— 1 g+nl) g+ De+2) e+ p)

2.5 Tgual se haria para la segunda serie, pero cabe deducirla de la pri-

mera al reemplazar g por

E(-—I)"—-]—-)--(p_!-)(‘”_?) {(p—n+2 1.2.3...p

(0 =11 (:’7 +n —1) a 5(54 1) (—; r--2) (‘_j_ﬂ,)

pla?

gleta)(g+2a)... (c+ap)

Solieciaon:

Vo= p! - -
T oglg+Nigt+2...(g+p)
N pla’ .

gigt+ajg+2a).(g+ap)




116. Andlisis vy swma de la serie

h=x ,'33 +71

n!

r=1

REsOLUCION :
Apliquemos ol criterio de I’Alembert

Yaer _ oy (n-+1P+1 ) n!
n {n 4 1}! nt41

limn

U

3
fm DAL Ul 01 CONVERGENTE
nd 41 n n

para sumarla descompondremos ¢l término general, en la forma

w4+l An(n—Ym—2t+Bnr—1) +Cu4D

n! ni

A=1, B=3§, C=1, D=1

mﬁ'ﬂ_’.fl \1 32‘ B ‘\ﬂ___ﬁ7+ . ]_ _
{n—

- ! l-i(u 3)'

=e+Bete-e—1=0e—1

Solucidn:

Ge—1

— 97 —.

117.

Sumar la serie

RESOLUCION ;

Simplificando cada términe

8 — Nt
Z +_+ + - (n—l)’ te rt (n —1)!

ofectuanmos i descomposicion

A=Al D (- 204+ Bn )4+ C=m-1) (1-2)+3n—-1)+1

luego
5 nE S 1 ~ 1 - 1
e = Ce— + 3 e —— -=Dhe
“2; (““])’ 2|" {n — 3)! 2[‘ (n— 2! +214 (n— 1)

Solucion:

Se

118, Andlisis v swma de la serie
A
al ﬂ'
2
= 0!
RusOLUcION ;

Aplicando el eriterio de D’Alembert

1 n!
GV om0 sempre CONVERGENTE

et im

" (n+ 111 n?

Descompongamos

lim
(71

= An{n- 13+ Br+C; A-1; B=-1; C=0
luego

nl

3 =X Tt T e e Sew
l

Solucion:
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119, Andlisis y suma de la serie

" 1
o

n=l1

RESOLUCION :
Aplicande el criterio de D’Alembert

ey _ )

i, EECTURS )

lim —0<1 convergente

podemos escribir

R

d

—_
»

1
J—
oc|.—-
"——-:

y teniendo en cuenta la serie exponencial

S=i(e%—l)
8

Solucidn:
1

! (ov_ 1)
—\et —1
L

120, Suma de la serie
Ni_f_ 1
- 2:"71!

REsSOLUCION ;

Solucién:

— 99 —_
121. Suma de la serie

E nt+ix— Dn+ ot
n!

n=0
RusOLUCION ;
Facil es ver que os convergente parn cualquicr valor de x.
Para hallar su suma, descompondremos ¢ numerador asi:
wilx -+ P =Ann -1+ Bu+C; A=1, B=x, C=x!

obteniéndose al sustituir

H=w n:: 1 n:fu‘ 1 1|=7::, 1
= —_—— - r —_— 4} p? —=e{x*+x+1
z‘—i_” %(n—2)1+ %U(n—l)!Jr 2_‘11! (@ @ +1)
Solucidn:
e{x’ +x+1)
122. Suma de la serie
e 1 n+1
Z "
= (n-lin +1)

RESOLUCION ;
Descompondremas o término general ast ;
_dnAN-1In 1 1

Lu-t{n-1) T w4+ 1)

v odando valores ooon=2, 3, 4,

S
1}
8

E_n+l .

n " [ ! !
In-ln+1) é (l_n - z(an)f)_

b4

1 1

1 1

1
h— -4 L
s s T 14 I{n -t 2) i



luego

RESOLUCTON ¢
g — 1 1 1
n 12 - t(n+2) Comparamos la serie dada con la serie convergente 15= m
¥y para #— 20
1 LU - .
8 = — ( 9 ) 1 nintll
i3 lim 2 = lim A nexAl :li"‘l(l+ 7) =le=1
Solucién: Yn o n(n 4+ 2}
1 nin+2)
i2

luego L serie dadi e convergente,

Para caleutar su suma, descompondremos el términe general
123. Andlisis v sume de la serie

wy =1 —t N, PEY et in— 42
nin 4 2) n{n-42)
¥ =9 ‘l'ln
Z n-4n y dando valores a n=1, 2, 3, ...
n=1
RESOLUCION : n=1 212 -1 —-13
T L 4n ; o= 2 273 — 12 14
lim ntt =Hm d L =limn —- " -ac::—n—<l convergente
a, {n41)4nt1 2" i +1) 4 n=3 214 — {3 —1Ih
serft convergente para ixl<d. n=n 2ln+D—in—lin+2)
Para sumar la serie hagamos - =<1
1 : sumando
PUNVTES LA AT A SR PRV UG S SUP S Sup=l2 D) - (b =124 12
g g T4 -y 4w "+
Solucidn: Solucton:
Convergente para —4<x<4 CONVERGENTE
4 §$§=12
§ =] — e
4 —x
124. Fstudiar v sumar la serie 125. . Andlisis v suina de la serie

n=E o

n=x $n+1
S+ sata) ;
7 {

n=1 n+2) "0 (3?1)1
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Resorueidn
Apliguernos ¢l eriterio de 1'Alembert

£, 1
lim Mot — g G a6 CONVERGENTE
Uy, (3n 4+ 3)!

Sean 1, a,, a, las tres rafees edbicas de Ta unidad ; sabemos que la suma
de sus enésimas potencias vale ;

S:‘:l+a1"+f12"=<

(1)
I.a seric exponencial e¥, vale
=14+ +—-~+—7+—v + T
sustituyendo x por gx v opor w,x, lencimos
Nz = a.m (%2&:"-)”_ (413616) (,,, )} +(a r)‘-” 6!) +h.77z;ff+___

sumande miembro a miembro estos tres desarrollos v oteniendo en cuenta (1)

3n+1
et _!_ e‘l,:r _!_(.Gt,z:a( + ) ﬁ o 9
x A—l‘ (Sn)' 2)
¥ €omo
1V V3. ] e -l Vs . V3
a, = —75 + —2— 7 eM T 2 [cos Y T+ 7sen —5— HE
y
1 o r -7 :
'Ig=—2—%it e = sflicos r—:sen‘/ ‘r]

- 3 k ner Antl
“.1‘_+_26 9 ]/23 _-'}_\1..('

st 1
x = {3n)!

103 —

Nota,—Se suman de esta forma todas las del tipe

U, =

:r,h R

ﬁn-{-— £)!

teniendo en cuenta las raices h-ésimas de la unidad.

Solucton:

3

126. Suma de la serie

RESOLUCION :

Sabemos que

h=x

1

" 2"{;}5+1)

1

1

[e +2e 2 -cos--]—/;'— x]

2

w41 i

-1

wt—1

'uego el términn general Jo demnpnmlrvnms asi:

u

1

2"(5;/!m+1)

v dando valores n=1, 2,

iy

V»r—l)

1

2n- ‘(Vﬂc - 1)

)YI
4, ., n
1 1
2(Vz-1) =1
1 1
- 2(Vx 1
T_,) (Ve —1)
1 R
- 4_ -
:r—l) 2t l/;('_l)
1 ...... ey
o )



sumando ordenadamente

cuando n--» X,

luego

Solucidu:

127. Desarrollar en seric por division

2o —1

=2z +1
REsoLucion :
-1 42 '1—2x+a*
» —2x — 14wt 2x* 33+ ...

» ¥ + 22—
» 4t — 28
St — 25

el denominador iene rafz doble o =1, luego |x <1,
Solucidn:
—1+X 428 +3x + ... 4 nxt 4
para x|<1

128. Desarrollar en serie, por el mdélodo de coelicienies in-

determinados.
2 -1

R Y

RusOLUCION

2x—1

1—2:1:—{- xt

= Ay A A x4 A e AT 4

quilando denomiinadores

2 —1= Ay+ Ay | x4 Ny x4 T TN I S
—~ 2.4, — 2.4, — 24, | — Ny |
‘\n | ‘\‘l | ‘\PI-Z ‘

.\"= -1, Alf'_)AU“—:Z. .'\2 - '..!;\l -+ .'\“:“, A“—--Q;\:+;\l=(}.
Ay -2, 1+.’\,, ,=0
:\":: ——], A!:“, A:=1, .-\_1:2. .‘\123, ;\__:rl. —eey An”-'-:- 11

ubteniéndose [inalmente
Solucidn:
2x—1
X: — 2T+)1_

=1+ X+ 2x 3% 4 x4

para X <<1

129. Desarrollur en serie por cocficienles indeterminados.

1-6x
x -2+

gy =

IR ESOLUCION :

= A e At At + A+

guitando denominadores

L—6z= N+ Mot Ajatd N|@b A eyt A |07
—oa,] —2a ] —2a| —oy —24,,
Ao | A A s
A=1; —6=4-2; O0=A4+8+1; 0=A,+18 -4 ..
A= —4 A= 9 A,— 14
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fey recurrente
Ao 24, AL,
rafces del denominador x—1, Juege '~ <.
Solucicn:
=1—-4x—-9x* - 14x*— .. - A X"+ ...
para x;-71
ley recurrente A =2 A  — A

n-2

130.  Hallar fa ley de recurrencia v sumar la serie
T—dv— 00 — 47 — Tt — 24 4
Resoreeron
(ver problema anterior)

Formemos tos determinattes

I 1 — 4 — 91
SR
A= iy A,:‘—*‘ -9 —14
—4 —y| 1
-3 —14 —19

vemoes que A R0 vy A,==0 luego tendrd soluciones el sistema

A du=-9

i

A a1

A=}, i

luego 1a ley de recurrencia de Tos coeficientes es
Ap=27n Ay,

el denominader de o Fraceion generatriz seri x% 2y | v Hamando ax 4
al numerador, podremos escribir

art-b=(1 ~2xr 4+t — 4 —9x* — 14.,5 — 19+ — cad)

ar+b= l1—4|lx—9%9|x*—M4 | —19|a*—.. . =1—-6nx
—2 8 18 28
1o— 4| 9
»} » B

-— 107 —

Solucion:
1—6x

EETTES 2t

131, Desarrollar en seric, segin lus polencias de x

_ asenf
xP—dxcosh+1

¥y

RESOLUCION ;

Seguiremos ¢l método de coeficientes indeterminados (teniendo en cuenta
que el numerador se¢ anula para x =)

csenfi=(l—2xcosi+ ) (Ajxc+ Azt 4+ A2 ... LA, 2"+ ...)=

=A,xz+ A, | x4 A, ‘m“+...+ Ay, "+
—2A,cosﬂi — 24,0080, —2A, cos )
Ay I Ay
Ay =sen f
Ay—2A,cos=0 A, =25sen 0 cos =sen 2
Ay —2A;c080+ A, A;,==4senGcosﬂﬂﬁ—senﬂ=3sen9—4sen-"0::_sgpfdﬂ

ey recurrente de coeficientes :
Ayp=24, Jcos A, (1
es facil demostrar la ley general, va que si suponcmos gue
A g=sen(w —2)8,; A, ,=sen(n — 1}, vemosque A, = sennf
en efecto
Ayt A s=seanltsen(n —2)0=2sen(n — Dhicoslh =2 A, cosf

como las ratees del denominador son cos #47 sen #, de madafo 1 podenmos
escribir

Solucion:
y=xsenp-+ x*sen24+x*sen3dgj+ ... + x"sennp+ ...
para |x|<1
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132. Sumur la serie
3 3

I—Iw'—gm*+g—w"+...

en la que ol cocficiente de cada férinino es medio aribimdlico del
triplo del anterior v del cuadruplo del siguionte. Caleular adenvis
el campo de convergencia.

ResoLecioy .
/ 3 Anu! + 4 An
A= 2
2
de donde
JA, - 24, A, =0

fafey recurrente ros indica gue lasuma es una funcion racional de x cuvo
denominador es 0 — 2% 4 3a®

_r_r—l—?);r:-{—r:a:z—}—... **-1—-:3—:1:3—
4 — 2@+ Jut 4

3
w4 oz,
8

e

at+brtexi+...=4-220—3 m‘mi;- w4 x4

3 kil
2

A S LA

de donde

a=4 b=-2, =0, J_0 ..
I suma es

T 42z 8a

, . 1Ly ,
las raices del denominador son —T—- cuyvo mioduly s Aee—-

3
Salucion:
- 4-2x
T 4-2x43x%
2V 3
para 2 V'—?'— < X< 4

— 109 —

133, Desarrollar en serie, segiin lus polencias de x

y=(1+¢
RisoLucion ;
y=e"+2e741

y recordando la serie exponencial

—14 2| Lt ST R
yEUE Ry Ty et
|
2 2 2 |
Taloa ) T
1

liego
y=at2bm) Dot Tty

paras cualquier valor de x,

Solucidn:
y=4+42Y(1+2v

n=1

*n
n!

134, Desarrollur en serie

Hd + )

¥y = -
(@ + 1)
RESOLUCION :

Este prablema To resolveremos por el desworrollo de Mae-Laurin, en ¢l
problemia mimiera 467, Lo vamos o calewlar, por cocliciente indeterminado,
tenienda en cuenta ol desarrollo de fiF+x)

b= g B B
At o) =da,tayetay et o, x84 a4
(x + 1)

o 3 1 5——...:(1-}~2m+w‘-‘)(au~: a,xta, et 4a, 24-a, 244 )
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cfectuando las operaciones

xt e o

2a, 2u, Qay 2a,
‘ @y a, ‘ e

eigualando coeflicientes del mismo grado

ay=10 a, =0
a,+2a,=1 a, =1
B — 1 [—p— 5__
ﬂe+2al+an*“'; ax = ET
1 13 26
o 2 " — — - = — = —
GatBaba= o “T T
1 17 154
gt 2ay - ay =- — 0y = = N
) ! 4 ¢ 12 4!
(_] n-1 —1)-t
a5, + 2ali—l +an-:= ) - ay, = 7(7) ﬁzan-lﬁ A pon
n n
Solucion:
5 26 154
y=x— - «xt LK — Xt
21 3! 4]
(—4
ley recurrente a, = — n —2a,_,—-a,,

135, Hallar un valor posilivo de x ial que la serie siguiente
sume 12

S=14+4de+9x*+10a* + ... + 0™ 4+ ...
Risorrcion

La serie dada es convergente para - l<a <1 ; multiplicando los dos miem-
hros por x v restindola de la serie dada

SA-x)=1+3v+ 58"+ T gty

f— == dgt aylxt+ as|x*+ a; x¥ioa, | xt+ .l

multiplicando por x

SA{l —x)=w At 2 5T R Tat L

v restandolas
SL-xy =142y e x4 5% )

la suma para xl<Z vale

2 14 1+,
S(l—ap =14 2% = +‘E; g Lttx
| —w 11— (1 — ax)?
Como
S=12 121- x)*=1+2; para S£== i

SNolucidn:

136. Desarrollar en serie por cocficientes indeicrminados

14+
1-—-
RESOLUCION :

1+
e = A Mo+ s+ A0+ oA+
e e R T

quitando denominadores

l+ o= P L PR Ik S PR S VA T VO [V SV S W (-2

-84, -3\, | —3A,  —34, | 34, |
31, | 34, 34, 434, |

| ‘ ;

| - A — A

igualando corlicientes de términos del mismo grado

Ag=1; 1=\ —3; A =4; N=2A\,—12 + 3;

;\! =Y =3?
ey recurrente a partir del A,
A=A, | —0AL L+ A,

A, =27T-12+4=16=42;
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Facil es ver que ta ey es general A1t Las rafes del denominador son

v=1, luego & <L,
Nofucion:
1 4+2 0 +3C 4 ...+

para | x| <1

137. Desarrollar en serie

1

V 1+x
RESOLUCION :

Desarrollarenios por el binomio de Newton

S (R
e 1
) = - =11 2 =1 ——x ..4_
) Vits (14 =) 5
i
2 : B
+ o1 —xt 4.
1-3 “_L,s"i,s 1-3:5.7
=l P TR YOV +
1 1.3 1-3-5 N
=l T T e
Solucidon:
o 1.3.5. 2n — 1)
= Ni—1y° - o
y 1+H( ) 2.4.6 .-2n

para |x!<1
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138. Desarrollar en serie
l—=x
Vl + x
RusoLucion :

En ¢ problema anterior hemos visto el desarrollo de

%:1—L,c—+- .1_.'_ia:z__l_'“..'.5 e A
V1+;L‘ 2 2.4 2.4.0
luego, multiplicando por 1—x, obtenentos
1--x 1 1.8 1.3:5
m———— =l x|l - s :cz—---—————xEl e )=
Vi—= ( )( 2 +2-4 2. 4.6 + )
1 1.3 1-3-5 1-3-5.7
=1—-——|wt+—taxta—" - | et — x4 ...
2 -4 2-4.6 + 2:4-6-8
1 1.3 -3-5
~1 il B Lrerd
+2 2.4 + -4-6
8 1 7 1.3 11 1-8-5 156
=l—-—x+— et -—— — w4 R ‘alte IR
2 +2 4 -4 6 2.4-6 8 +
n=o
=l——7373:'r 1-3-5...@n—~1)  (4n13) L
2 - 2.4-6...2n 2(n+1)
Solucidn:

LU

n=wm
2 2.4.6...2n 2n 42

para |x|<<1

139. Desarrollar en serie




— 115 —

RESOLUCION :

Desarrcllaremos por el binomio de Newton

1
y teniendo en cuenta el desarrollo de (1 — x2) 2 del problema anterior

1 1
"3 ez e (L et et )
y=(-at e=1"(—%):c=+ : 2|2 t ’ 2 2 4 I b
' 135 ... (20— 1)
1 1 1 = B ST I O N I e T Y
(.__)(_w_1) ———2) 2.4.6.... .0 ETTHE
2 2 2 o+ 1
3! B
convergente para |¥,<cL.
L, 1.8, 1-3.5 135 @rn—1) o
_1+-2—.’L' -}-2:2]33 + Al e+ P bl S Solucidn:
y teniendo en cuenta que y=» 1:85....-@n-1) {x2r-2 f x2oqn)
9l =2.4-6-...-2n r 24:6.....2n
1 1 1.3 1.8.5 para x| <1
— =14 —at 4 —zt e—gb 4, L
V1—at 2 2-4 +2~4-6 oot

1-3:5-...-8a—-1)
xr 4L
t 2.-4.6....-2n +

convergente para |x;<1

Solucién:
n==x

> 1.3.5.....2n—1
=1 _ Sl x
y +2‘ 2.4.6-...-2n

n=1

para |x|<1

140. Desarrollar en serie de polencias y estudiar su conver-

gencia, la funcion
- Vl ta
Y= l—x

Muttiplicando y dividiendo ¢! segundo miembro por NATY

_{i4x
y= Y1—at

RiESOLUCION :

1
=(l+.}3)(l—£€2)_?




Variable compleja

Recomendamos que se amplien esios problemas con los del Capitulo

1.°, IIL.* Parte de nuestro libro «Mil Problemas de Calculo Infegrals.



v

VARIABLE COMPLEJA

141. Hallar el cociente de los complejos

5+ 2i

3—”";— H1—24)
ResoLucion :
5424 =5+$i _ (5+2i)(1-{-_z_72'}7=_—__57)7+_4812
3 —9(1—24) 1-7i 50 50 50
Solucion:
-9 37
50 50

142. C(Calcular directamente el mdodulo de

(2 —3i'd—iyp

Vio+V3i

RESOLUCION :

R= M; = V-4+94=13'; p2=VT_—T-_13=2VTZ;

Ps
p=Vo+38=2V2
fuego -
LI 9
= 13 2}—,/—2— = 169
2y 2
Solucién:

169
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143. Calcular ¢l cocienie

(4}
1+

REsorucioN :

(- 14084108 +1063 4 0d4 445

1445 1L
_ L4bi—-10—10i454i  —d—di _
Solucion: b b
—4
144, Culcular ol walor de a para que sca real el cociente
2—ai
1+ 24

y hallar dicho cociente

RESOLUCION :

2—ai _ (2—ai)(1—2i) _2-2a 44a .
1424 5 = i

B 5
para que sea real a+4=0, a=—1 y ¢l cociente valdra 2.
Solucion:
a=—4; 2
145,

Hallar la cantidad por la que hay que multiplicar 2—3i.
para obtencr 11—104,

RESOLUCION ¢

Habra que multiplicar por ¢l cociente

11 —10¢ _ {11 — 104} (2+34) _ 52 4184

= =4 ;
2-—-3i 13 13 T

Solucién:

44i
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146, Ion lu siguienie compleja
3 —2ai
1—31
caleidur el valor de a para que sea real ol cociente y calcular ade-
mdas el valor real de dicho cociente.

RESOLUCION ©

3-2ai _ (3—2ap(+80) _1246a  9—8a,
434 2%

25 25
anutando la parte fimaginuria
9
9 -8a=0; a == —

v ¢l cociente vaklra

9
124+6: —
+ )
25
Soluicton:
9 3
a: _: [E—
8 4

147, Calcudur el vulor de a para que sea reul lu expresion
2-ai
X =e 1+
v hallur el valor de X.
RESOLUCION ¢
i) . ] .
f 177 8 —ai _ (2—aiil =) _ 2—a 2-|—ai
1+ 2 2 2
parit yue sea real
Y4+a=0, a=-—2 -
.

Solucidnu:
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148.  Culcular of valor de lu expresion

REsoLrcion

Aplicando L formuta de Euler % = cos g+ sen a,

—_g

2

=r{cosu - isenx) — r(cos § — isen €)= r (% — )

r(cos -isena) +r(cosf L+ isenh) (‘ 1 —HKE? )4 r(cosé {isen 8)( L 'V§)=
2 2

Soluciion:

r (eai _ eﬂl)

149, Mddulo y argumenlo de (14+3i)
RusoLucion :
Bl madulo de 141 es p= o2 v ol argumento §= "
Fres poy? voel argumento = —luego ¢l médule de
4

(L+iy es R=24/2 v ¢l arguimento w = s
4

Solucidn:

212, 135°

150.  [scribir en forma binomia, las expresiones

Vi 1
(" e
Vi
REsoLec1ox ;
1.0
Vi=atbi; i=a—pt+2api|® Y=
2ab=1

— 123 —

cuya unica solucion real es

b==2 -Vl
2
2.0
-l%=a+bi; —Il—zaﬂ—b'+2abi; l=—2ab-+4 (a?-0Y¢
i
ams V2
2
b::pﬁ
2
Solucién: B
Viee Y2044
2
ALYz,
Vi 2

151. Delerminar una compleja cuyo cuadrado sea igual a su
conjugada.

REsoLuc1oN

- yt=x n

(xtyit=ax—yi; a*—p'42xypi=x-—yi
2y =—y 2

. 1
de (2} deducimos y=0 0o nos sirve, v &=~ o que Hevamos a (1)

Solucion:
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152, Desarrollar (2—1)5.
REsoLvciox :
(2—;‘)5:2“—6-25:'+15-24i’~20-2353+15-2'-‘i‘—6.21'5+i5=
=64—1927 —240 - 160460 —125— 1 = — 117 — 449

Solucion:

—117-44i

153, Desarrollar por el binomio de Newlon
(2—30)°
ResoLvcion :

(2—3:‘)‘5=2“—6-2"'-3i+15-24-9i’——20-23-271"—}-

+15-28. 8144 — 6.2.243 /5 4+ 72948 =
=64—6-32-3i—»15-16-9+20v8-27i+15-4-81——6-2o243i-729=
=64-—576i—‘_’l60+4320i+4860—29[6i—729=2035+8231’

Solticion:

2035 +828i

154, lLa suma de dos complejus es 34+ 2i 5 la parle real de
una de ellas es 2. Hallar dichas cantidades sabiendo que su co-
cienle es una imaginaria pura.

REsOLUCION :

Las cantidades seran

240 14y
hallemos su cociente

2+xi  EHaxd(l-yi) _ Z4+x)+{x—2p)¢

I+ yi I+ y L+t
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y como ha de ser una imaginaria pura, xy= —_2, y de! enunciado deducime
x+y=2, luego & ¢ y son las raices de la ecuacion

92220 z=1+4/3

Solucidn: _
2+(1+v3)i,  1+(01-v3)i
2 (1—-v3)i, 1+ (14 v3)i

155. Ruacionalizar la expresion
S=v3+1li++/3-4i
REsoOLUCION :
Elevando al cuadrado
SP=3+4i+3-4i+24/04+16=-16
de donde .
S= 44

Solucidn:

+4

3 j—
156. Calcular los wvalores de Y1 ¥ de V-1

RESOLUCION :

Le
3 _ 2K .
VT —ecos 287 4 jeen 2T k=0, 1, 2)
3 8
para K=0 1 )
1 3
s » K=1 ~—+V—
i 2 2
1 3 .
n K=2 —-——— 4 1
\ 2 2
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9.0
a -
¥V 1 = cos ,@5,;-' Nr oy seng-l%p—“, (K=0,1,2
S B 4 I
a para K=0 E+-Tl
V=l w K=l —1
1 V3
» K= - )
2 2
Solucidn:
1 -1
1 Vs 1 Vs
3 - r - 3 _ _ M
Vi gt g Vv>i{2T g !
1_V3, 1_Vs,
T2 2! 2 2

6 __ _
157. Calcular los wvalores algébricos de V1 yde V-1

RESOLUCION @

8 .
V' 1= cos 21(:R»‘+ien 2= (K=0,1, ..., 5
] - 5 -
V—l:cos—(%—ll"——{-isenﬂgﬁ; (K=0,1,1,...,5)
Solucidn;
+ 1 =+ i
1 Vs, , Vs i
6— — )— —_—— —_—
Vi 2~ 2 ' V1 2 *t73
1,Vs, _ys i
VT2 e ! 2 T2

158. Calcular Vi

REsoLUc1on :

3
3
V?:]/cos(%—f—?l( 1:)+ isen(-g——i—?lin) -

1 {= 1 /=n
=cos—|[—+2K=x tsen —|[—+4+ 2K K=201,2
3(2+ )+ 3(2+ n) ( )

T _ T V3 +i
ara K= o8 —— i sen — = ..
para K=0 cos 6 6 2
br | 5r ~V3 +i
para K=1 cos + isen—— = —V—i~
6 2
9= . 9= ,
ara K=2 c¢os— + isen—— =—4
para K cos T P
Selucidn:
_| V34 -Va+i
! 2 ! 2
159. Resolver la ecuacion
ERE S
Ve
RESOLUCION @
. \ 144 d
Fi madulo de —:Fz es p=1 v el argumento f=2"
Ve 4

3 -

3
I Vs s ® oK)k isen[E42K ) =
=5 _l/cos(4+2k..){—zsen(4+2}\ )*

IR i
=cos—|—+2K~= tsen-——~|—+2K=x); K=0 1,2
"(4+ )+ 3(4+ )

o




ko
ara K=0 x,= c¢os — 4+ ?sen =
’ ‘ T 12 3 vz
T , 1 .
para K=1 x,= coss—rJ{—zsen LA - (=149
4 4 9

Of _ysen2E o= ! L [YE—14i(VE 4+ 1)]
12 12 2Y2

para K=2 xy=—cos

Solucién:

x, = ;%;;KV3+1)+NV3~1H

1 = .
Mz—g??ﬂvaﬂﬂ+dva+ﬂ]

160. Calcnlar 519,

RusorLucidy :

a®~h*=5H
V- 12i=a+4hi; 5—-12i=a*—b*4 2abi
ab=--6
de la segunda b= —6/a que llevamos a la primera
= 3
b 13 =
a5 a-b5a?—36=0; a== ,L7=<. o
a? 2 imaginarias
para a= 3, b=-2
» a= —3, b= 2
Solucidn:
+ {3 —2i)
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161. Calcular /21 +20i.

RESOLUCION :

. at—bi=21
V214 20i=a+ b, D4 U =a®— D2 2abi
? ab=10
1 100 a= b
b= "—; at——=21; a'-21g*—100 = 0;
1t " a= + --2i (imaginarias)
a=+5D; b= .2
Nolucion:
+ {5 + 2i)

162. Resoalver la ecuacion

N {6 i)x 45— 4i=0

Risorueros :

i~ 6 V30— 120 —82+167  i—6=V5 47 "

o=
2 2

caleulemos /3441

o a?—b*=3
v i34 di=a-+bi, A+ di=a® b2+ 2aki
ab—2
euvas soluciones reales son
a—+2, h=+1
VATD- 424 )
que sustituimos en (1)
PB4 (24 —24
e imbe@ED
2 ~N 4
Solucidn:
x=—4; x,=—2+i
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163. Resolver la ecuacion
XN (5N 12 - Hi=0)

RESOLUCION 1

5—ix VW 10i—1—484+208 _ H—ix ) 201103

r= 5 m (1)
calculemos
oy TS b=y
Voo 2 Th=a-+bi; 244 L0 =a* b 2abl g @ '
? ah=>5
5 25
b= a'— = —2; a+2a?—2=0;
@ al
a==1

a= =+ Di imaginarias

Hevamos a (1)
_o—ix(l404 _ 8+
2 N2

&

Solucion:

x, =3 +2i; x,=2—3i

164. Resolver la ecuacidn
x4+ T —8=0

RESOLUCION :

Haciendo &=y se obtiene la ecuacidn

¥4 Ty—8=0, ¥y, = —8, v, =1
lucgo
x=d 8=2¥ 1

x=¥1

y recordando las rafees cubicas de +1 v de —1 (problema 136)

Solucidn:
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165. Calculur 1{1+1).

RESOLUCION :

médulo t=V2
1414 x
4

( argumento U= ---

l(l+1‘):tl/f-+—(%+2h’1:)i

valor fundamental para K=0
, T, 0T .
L4 i)=1)2 +I 7
Selucidn:

zV§+(: +2K7:)i

valor fundamental [}V 2 + 5

-9

166. Calcular
logia-giy (1 + 7)

RESOLUCION :

11/§+(% 4—21{1“)4

, Hl+14)
seepfl- )= B
: 4

Solucidn:
-

ZV2+(£—+2K,z)i

IV§+(2K,1: —%)i
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167. Valor fundamental de

log(—1)
REsoLUcION
. i1 —g i
log, (— = /0 -=-1
i s
L4
2
Solueidn:
-1

168. Calcular el valor de '.

RUuSOLUCION :

TS 71C - D 1".'” P . i
1f[(.05(2+2K..)+tsen(2+2K ﬂ

||

infinitus valores reales.

Valor fundamental

Solucion:

—-(E«LEK.-.
2
e

n

valor fundamental e ®

-—- 133 —

169. Culcular el valor fundamental de

il1+1)
RESOLUCION : )
'](1”) = -
T _E i _E
. : 2 2 2
it —=1e e=q (4 =e i
Solucion:
s
e 1

170, Reselver lu ecuacion
=141
RESOLUCION ;@
Tomando logaritmos
i-iz:/]/é’+(-’;-+21{x)i; zz=(’T‘+2K 11) —ily2
de donde

= ?Kn)—illfz T,
(i

2K _
z=e =et (cos!V 2 —iseni )2}

Solucian:

MR (s . .
z=e' [cos7V2 -isent) 2]

171. Resolver la ecuacion cos x=3.

RESOLUCION :
e:l. *_ G-.r:t
2

L=3: el ei=4; S gt p1=0

l=822V2; zi=1(8+2V2)+2K ¥
y finalmente

Solucidn:

x=il(3+2v2)+2Kx
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172. Resolver lu ceuacion

sen v=12

RESOLUCION ;

> =2, quitando denominadores v onultiplicando por ¢, se abtiens:
21

e gie i 1=0; e {=2i4)V8i=(2 V3 )i
tomando neperianos
wi=1(2 =V3)} (“ 42K 1:)1'
de donde ?
v =—il{2418) +(-g-+2Kn)

v como

_ 1 e
—t(2 v ¥V3)=1 2 aVE =1(2y3)

Solucian:

X=|f(2.—rV§)+;+2K‘K

173, Resolver lu ecuacion

sen v=y —1

RESOLUCION : .
Te
[ Lo 4 . { i
s 2.___._:;; Fl—p ™ =—39
1

-mi

multiplicando por e
L2 1 =05 =1 Y2
= 14-V2: wi=i(Y2—1)+2Kni
=1 =V2: xi=I1()VT4+1)+E2K+Dxi

de donde

Solucion:

x=i7(v2+1)+2Kx
x=il (V2-1)+ 2K+ 1)z
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174. Resolver lu ecuacidn
tg = % V=1
RESOLUCION :
_..Li—ﬁ;=3i, eexi_l___z__g; 7276 _ g
P4 ety D et 4] h

N B i -1/3" _.V7
= - Qrr=1--42Kxi; x=-—1l|/ - Kr=illj—+4 K=
‘ 1 ' 7+ i 7+ 3

Solucién:

x=iIV—;—+Kn

175. Secan a=2, h=i, c=1+2i lres nibmeros complejos cu-
yos aftjos son respeclivamente los punios A, B y C.
Determinar una cuarla compleju cuye afijo 1) esté situado en

la circunferencia que pasa por los puntos A, B y C y que equi-
diste de B vy C.

RESOLUCION -

Circunferencia

Xy 2ax 4 2by +c=0

pasa por A (2,0 datec—- 1
7 5 4
» » Bt Yhite- —1 a=~v—6—; h=— (:‘)—; c= é
» w C(1L,2) 2atdbh+c=-5
-
la circunferencia es
At By? _Tx By 2=0 (1

ccuacidn de la recta BC
y=x+1




punto medio de BC

ay =
vES
o
. ’ 2
mediatriz de BC
Ve oox 42 )
resolviendo cf sistema (1) v 12) se obtiene
.. 2
3rt—Tr 2= ;z':._‘_:*.',,.._../
6 N
3
Hevando a (2)
r==2 y=10 ¢! punto A dado
1 5
r= - ve= - coordenadas de 1D
3 3
Solucion:
1 5
— + -— 1
3 3

176.  Hallar dos canlidudes cuya suma es 303, 81 a o pri-
mera de estas cantidades la mulliplicainos por a y a la segunda
por b, la suma de productos es 3250+ 15001 5 pere si hubidsenos

multiplicado a tu segunda por oy a la privecra por 1y los dos pro-
duclos swnrariun D795 — 13005,

, 1 )
Se sabe adenids que log a—loy — =2,
a - b
RESGLUCION :
Npoy = 3063
av - by 5380 1 15004 L ] X308

ot = 20, h=5

a=7:, = 20}

bx 4+ ay=37r95.-1500i {a4-b) (x+4)=9075 at+b=2;
al = 100 al =100 alr =20

para a=2:20, h=5h
x4 5 v =520+ 15008
5+ 20y = 4795 - 1500i |

cuya solucion es

x = 21+ 10k, y— 1321001
las mismas soluciones se oblienen como ox Idgico para a=25, b=24
Solucion:
231+ 100i
132-100i

177. Siendo a>>x=, demostrar que el argumento del producto

AR VAR AR A

fiende hacia wn limile cuando n— %, siendo
‘:: " T: "
V., =cos|— rsen|—
n @ + da
RESOLUCION ;

V,, == CO8 (_f_)h+ i sen (%),, _ c(Z)n ;

a

fuego, tomando Ja suma de los argumentos

<1
a
o
It T
Argumento del producto = @ = U .
| T a— =
a
Solucian:
T
a—r
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V78, Condiciin para que los afijos de las raices de lu
CCUACTOR

N+ PN Flg 4 gTTi=0
sean los vorlices de nn fridngulo cquilitero

RusoLveits
Como no hay términe de segundo grado T N U Y
grivedad ex o) origen de conrdenadas,

Coma los dngulos AOB=BOC - COA por ser ol (i
afijos de

centro e

;i]ngnhn ('qtli]:'ltv:‘n\ Tus
las tres rafees serdn las tres rafees cubicas die un numero CUe
plejo v para que asi sucedi, en Ta ecuacion se hi de verificar que poppi=10
de donde p=p =0,

Solucian:

179, 1'n cawdrililero convexo es sividlrico respeclo de una
diagonal NC. estundo representados respectivamente los verlices
Ay C porlos afijos de 141 v de 5+ 5. Los dos ludos que parlen
del wirlice C lienen ung longitud igual a los que parten de A -
tiplicados por V33 ¥ wuno de ésltos es paralelo al cjc real. Hallur
lus exprestones binomius de los otros dos vértices C v 1),

R1Eso1LeemON
Coordenadas : del punto A(1,1), del punto OGN By, Dx)
CB=AB- V3, 3-ABE-CBY, 3y 1fF=(5 104051

ylie deswrrollado da la ceuacian

R R [P v= 1125
coordenadas <de
Bl - 1429, D= 1+245 1)
B, 1245, D-1 2451 1o es convexo

Solucicn:

B=1+(—1+2V5)i
D— —1+2y5+i
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180. Sicndo o v B dos imaginarias conjugadas, calcular

A=Gt ) 4 E) (B (4 F)

RESOGLUCION :

Escribiéndolas en forma trigonométrica y aplicando la férmula de Moivre
=p {cos fi+isen F)+p {cos B—isen B)=2p cos 4
wt b B = pt(cos 20 4 isen20) & pt(cos2 A —isen2 ) =2 pteog 2k
ot 4 £ =p"(cosnli - isen nt) + p"(cosn B —isenn ) =2 " cosn

v multiplicando ordenadamente

A=2". ettt ong ). cos 28.cos30 ... - cosnll

Soluctin:
nin+1)

A=2".t ° .cosp-cos2h.-cos3f....cosnh
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TEORIA DE ECUACIONES

181.  Hallur la relacion que liga los coeficientes de las dos
reHaciones
axt byt e=0 axt+ b’ +et=0

para que la ccuacion que resulle de igualar los prinieros micmbros
de ambus, lenga por ralz la media aritmética de las raices de las

dos ecnaciones dadas.

RESOLUCLION :

. cie—1)
b=y 4 (e—ef)=0 o .
JRaES ) Py
_ it etaey o, de(c—1) b U
4 ' h— a a

daclce—D+8 —pia=0

Solucidn:

dac{ce - 1)+ b*-b'*=0

-
182. Hallar los valores de m, par los cuales las raices de la
ccuacion
W+~ +3—m =0

estén comprendidas entre -2 y 3.
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RESOLUCION :

Deherdan verificarse stimultdneamente las condiciones

A0 mi-+2m—15"> 0 ms,—5H, m>3
e oy - . 17
F{(—-2)=>0 —3m+4+ 11> 0 e < —-
] 3

!
F(3) =0 2m 412> 0 m> - 6

5

— 2 4”2 -3 — 8. 83— me 12 — 9 < m e 11

y los valores que satisfacen a1 tadas éstas condiciones son

—6<m< -5 3\<\fm<%—

Solucian:

183. Dadu la ecuacion

M =30m x4 1) =0

delerminar un valor entero pura m que haga que sus cuatro raices
estén en progresion aribmeética, v caleular éstus cualro raices.

RESOLUCION ;
Sean las cuatro raices —3k, —h, I, 3h

(X +30) (x+h) (x--l) (x = Bh}=0 At TORT X+ 9RA=0

ecuacion que ideatificindola a la dada, da

(412 = 9h e+ 1 =+ 3

80n--4) =108 ) 3044 10

originfindose las dus ecuaciones

D436 =10m 410 ; Om 4 36= —1hm - 10
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de las cuales la segunda no da rafz enterin; Ja primeri da

=206 h—+43 L 9, r, = -4, ,’\‘3:.‘3‘

Salucidn:

184, Resolver la ecuucion

N ONT 4 (105 — 22)x 444 =204 5 =10
sabicndo gue lene una rals dohle,

RESOLUCION
Sean las ralees a, a, B, Aplicando Tas fdrmulas de Cardano
Qo {2 )
Al 2af =522

CR—M G 4

sistema de donde deducimos, coma dnica soluciéon que satisface

PR W R L12y5
Soliteion:
x,=x,=1-v5; x,=—4+2V5
185. [Resolver la ecuacion -

N B 120 = 30X 21 4 3 —2=0)

sabiendo que wdmiile la raiz v= VARV

16




RESOLUCION :

Coma la ecuacidn tiene sus cocficientes enteros, si admite la raiz \,/5-{- NE
tambicn tendrd M Z— 3 v al tener T — V34 /2 wendrd - /35 2, Tuego va
conocemos las cuatro rafces +4/24 3/ ¥ la ecuacion dada serd divisible por

(e=V2—-V3)(x-V24+V3) (e +V2-¥V38) (2 +V24+V38) =
=t — 10 4 1

el cociente igualado 4 cery es

w4 3xr —2=0; .1':-‘-:73'_:'/17
Solucidn:
Veya =3 iz,V"

186. Resolver la ecuucion
X BN NN 4 BOY 4 144 =0

sabiendo que el producto de dos raices es igual al producto de
las olras dos.

RESOLUCION :
gy iy -y = () - ) == 144 Ty Xy =Ty Ty = 12

a) Supengamoes x, - x,=12, podemuos descomponer la ecuacion en dos
(2t aw+12) x4+ 12)=
=i t(e-+6)xrt 4 28420+ 12z + e+ 144 =0
que al compararla con la dadu
a-+6=—0 —
o f 424 = 20 incompatible
24 8= 60 —

b) Probaremos x, - x,= —12
(@ 4 ox— 12 +éx —12) =
=t b (o4 Dt 4 (aF — 20a — 12+ Bz + 144=0

v al compararla con la dada

U6=‘— ") a{;:_f) Q:-_k4
afh — 24 =—20 a, b ralces de gF+0z+4=0

ah = 4 E§=—1
—12{a 4+ %= 60

vbteniéndose las dos ecuaciones

Solucion:

187. Resolver la ecuacion
X 4 6at — 4T - 60x +100=0

subiendo que la suma de dos raices es 6 v que el producto de las
olras dos es 20,

RESOLUCION :
Sean las ralees a, b, ¢, d,
De las [ormutas de Cardano, deducimos :

arhterd=--0

v comu a+b=G6;  cd=20
ahed = 14} l

nos dan al conmbinarlas Jos dos sistemas

ath=06 j s bl
a-h=5 \
-
chd==1240 g
erd= 20}

Solucidn:

1, 5, -2, -10
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188. Dada la ecuacion cuadrilice ordinaria
X4 py 4 p=0

Se pregunta: 1.0 2 Qud vador hay que dar « p v  para que
las raices sean precisumente p v 7 2. Formar la ecuacion cua-
dralica que lenga por ralees los cuadrados de las raices de la
dada. 3. Dando a p un valor deferminado, 2 qud 2alor hay que dar
a g para que wuna raiz sea doble de la olra? 1.0 Valor que hayv
dar a  cuando p=—22 para gue wna raiz sea ol cuadrado de la
olra,

RESOLUCION :
1.°
Xyt Xy =ptg=—p é p=0; ¢= 0
Ly = pqg =q pP=1 q4=-
9.0

@y 4wty = (g )t — 202y = pt — 29

= (pP -2t t=

xxty = (i, ) = q*
g
x,+2x =—p=3a, 2 3’531:_}?:' ) 2
7=—p
£y By =2xh=gq 2y =4 K
9
4.
xt—2x+49=0
x? r, =2 1 1
]+' 3‘ x4y — 2 =0, m1:< :r’lz/
=g -2 — 8
y=1; ¢=-8
Solucién:

.° p=1; q=—2

o

. q=

— 149 —

189. Resolver la ecuucton

x—1 2w+ 1
. =m
2 —1 r—1

v oenconlrar los limiles entre los que puede variar m para que la

ccrucion lenga rafces reales,
REsoLUCion
(e =14+ 2+ 1)2x - N)=m2r—-1)(xc - 1)
B -2} 4-B8m -2l —m =0
2—Fm eV mE+8m+4
= R, c—— (1)
10 —4m

para que las rafces sean reales

ITEE YTTIR R SR e b2y, -4 248

Solucidn:

2 _3m=}Vm+8m+4
1M —4m

m\g\:—4w2]/§: m> 4+2yV3

190, Dudu lu ecuaciin
i = - =2 =0
Caleular m en los casos siguientes:

-
1.0 Para que una raiz sea nala v calentar la olra raiz.
22 Para que admila W soluciin x=w, v calewlur la olra rais.

3.0 Para que una de las raices seq superior y olra inferior a
la unidad.




ResoLiaion

1.7 3nmiy 250 e -2 3 v queda s ecuacion 2y 13 -0 -4y
2.0 ne=0 vy quedn la ccuacion x4 1= L |
3o Se ha de verificar que nr e {1z
0 sed,
il om =l i 4+ 1)z mz=l, L

Solwcion:

o 2 3
1- m=— —-; X = — —
3 2

2.° m=10 X = —1
3.° m>0 m< —4

191. Dudu la ecuacion

A —10(2m + v+ tdm 4+ 5=1)
se pide;
1. Demostrar que tiene dos raices reales distinlas para todo
calor real de m,

20 Hallar el valor de vy que hace minima o diferencia de las
raices v calcular el valor de csie minimo,

3.2 Delerminar m para que las dus raives verifiquen la re-
lacion

y caleular los corvespondientes valores de x; v x,.

— 151 —

RESOLUCION @

1 A= 100Gm® 4 b+ 5 que es un lrinomio siempre positivo (ya que sus
rafces son imaginarias ¥ a2>U), lucgo al ser A0 sus raices son siempre
reales v distintas,

: Va . : :
2.0 Ta diferencia de las rajces es D= —— que es minima al mismo tiem-
o

A 44 L v ol diferencla vale By= L
A, o osea para o m— —— =— = Vv [ R = .
po gue Oosea ) 200 " 5
. 25(2m -1} 14m +5H
ar bt =(r ) — 2= & N T T =

100m2 + 72m +15

= 1
4
hastara resoiver la ecuucion
100 72 11=10 L 1
2 - = mo=— = — -
mi-4+T2m + . ‘o
1 " Va2 N /2
ar: m=—— L= g= — — -
para 5 , ; 5
" L r = 3 T ==
= - — = - + . 5=
» 0 ) 1 5 N ‘F)
Solucion:
2 m 1 X x 1
.0 ara = - — Xy =—
P 50 ' 5
1 X = V2 - X, = — _.KE_
m=-- =t K= 5
o {
3 m 1 X 3 . — jf
50 ' . 5 ) - 5

192. Resolver ol sistema de inecuactones

9 7
m<8_m+2
A1z + 24

ga+11 |




RESOLUCION ¢

Resolvercimos cada inecuacion separidamenie v
sultados

La priniera, quitando deaominadores nos da |

us dos sistemas

4x% - =0 4x% - 00
(x4 2)==0 (N 4 20
cuyas solucivnes son :
r<l—8, a:/g — <l w0
Du Ja segunda inccuscion s obiiene ql quitar denominaudores
A4 A=) { R P}
By El=008 ¥t 1)
cuyas suluciones soun e
xr=V 3 VBT~ i (B)

comparando los resultados que verifiquen a (\)

v (B} obtenemos la solucion
Solucidn;

193.

Dada la ecuaciin

N (B4 DX F S M =0

Hallur sus raices y delerminar ofry conpleju tal gue su afijo
v los de aquellas dos raices sean los vériices de un fridngulo equi-
lilero,

REsoLucion ;

8451+ VoI 807 25— TTov: | @=6+44
Y

= =2+ 44

]lll‘:‘,{l) COMPararenius re-
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Las coordenadas de Tas raices son {6.1) (2,4 v Hamando (a, #) o las s
nos piden

(4= 8F £ (b— 1= (e —2F + (b= 42 = (6 — 22+ (1 — 4
Wl 120 —2h =-12

o B=8VE . 5.4y
@B — da—8Bph= 5 N 2 9
Solueiion:
8+3V3  S5+aVa.
2 2 :
8-3813 5-4V3 :
27 T g

194,

La ecuacion

LA e S RN CLICI, (Y gy

tiene cualro raices imaginarius de la forma a,+£hi, a4 b,

Suabicndo que se verifica que

P

dlzni-b]"‘:]. (l._.2+h:2t2

calculur sus raices.
ResoLrcris
Apliguenos Tas formalas de Cardana
3
2(a,+uy) =38 ayTly =~

344a, ay = il

a 1 ' a 2

I a = -- (I, = i —_ .

a 140y Foth 6 tT g
7

Zag (a2 +5, 0+ 20y (a2 4+ 1Y) = 12 \ 2a,+a, \
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que levados a las relaciones dadas, dun

(12=2! P=F2L—ulti= = Vi
3 3
Solucion:
5 V11 2 V14,
6" 6 " 3t g

195, Culewlar (1404 {1 =1y sin desarrollur por ol Dinontio
de Newion.,
. RESOLUCION :

Fa suma pedidac s T sumic 8, de Tax guintas potencias de lis rafees de
1 ecuacion de segundo grado, de ridees 144

R A |

[unciones siméiricas de las ridees

S, 2=0 de donde 8, =2
a4 T KA V) » n S5,=0
S, AN, 4EN =0 n n S5,= 4
b US4+ 2, " » Sl"— )
N,oEN, pEN, = » ] N

Solucion:

"
196. Designando por 1,z 2,0 o 2, lus noraices de |1,
culcular le swine de las n-désimas polencius de dichas rafces.
RESOLUCION ¢
Foramaremos las funciones siméteicas de la couaetdn at - 1=0
8,-F0=0
8.4 08, 4+0=0
Sy 4+ 08,408, =0

S, i’OSn—l+OSaJ—1+ S

— 155 --
Jdiedonde

v oen general
n para b=
I fa® fonkd o k= .
=0 » ktw
Notiae Este problemis seoaplicd en el num, 125,

Solucidn:
Si k=n 1K+a1K+‘I2K+---+an—:K=n
Si k:’:h 1K+G|K+C"2K‘+‘---+a“—1xzo

197.  Resolver ol siguienie sisicina
AN vy 4y — I =Yy =0 )
N 2Ny T = Ty 4 By =)
REsoLueionN :
Ordenando respecto a x
At dy L3N £ (3vE L Yy) =} {
A (100 4 (v 2y) =0

formaremos o eliminunte de Bezout

3 8yr—9y|r |3 4y —15 | ty—15 3yt ~9y,
Uoydey ) |1 -2y-10i i —2p—n0 ypey|T
Lt raiz comin, es
|3 =3y 49y
S sl A
‘3 4y--l.:! 2y+3
1 —2y 10
desarrollando (1) obtenemos la eliminante en b
a2yt e 1Ry =0
CUVis rafees son
¥, =10, v, =1, yy=-3, v,= 4

que susttuidos en (2) nos dan los correspondientes valores de v,

1)

@




Solucion:

X, = Yy, =0
x,=1 Y.=
x,=6 y,= -2
x, =3 y,=—3

198. fn lu ecuucion
Ay =0
CuyAs ralces son N, X, N, caleudar

1 I 1
1 4z 14w " 14

Rusorreion :

. 1 '

HNaciende =" = v halfaremos T transformada en cn vy caleularemos
-t

sunit de Tas rafres Xy

. yrig y—1=10
1+m‘=_y’ 4 2e—1=40

de o segunda multiplicada por v oeesto Ly primera mudtiplicada por & v
ublenemos

Hne y=00 w=- L

gque evamos o la ecuacion dada
Ay 1) (v 1) =10, gyt ov 1=0

¥ la suma de las raices vale

Solucion;

B hebit it o s T
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199.  in la ccuacion
NP4l =4)
cuyas raices son x|, x,, culcular
77.,1'."3 - mgﬁ
o, + 1 x4+ 1

Resonvcion

Ly by =—1; @z x,=1; L7 At e e - 2 e, = |

Lt = et — 8 Ly da ey ) =2

e G T e e ol R o
el e e+l

Solucion:

200. Sean a, b, ¢ lus raices de la ecnacion
Xidprt 4 x4 r=0
Hallar la ccenacion cuvas raices sean

11

. 1
y ’ o
b ab cda
Resorverdy

lﬂa_(,fl,_{___L_i_ ! )1-2_{_( 1 .,1, +,L1 +_1

he ahb ) be ab b ¢ atb

i

al b et

_I__Q_ﬁl__}_i _ai_ _2r
be wb ¢ abe r
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1 1 i 1 i ”7177 - ,,q,(‘,_”_,,a b+ b © 4
b‘: ﬁct b e eu ab ra bt et rt
1 1
bt ot o e

Solucion:

rx' —prx® +qx—1=0

201, Transformar la ecuucion
Ot 160 3 —dn 4 =1
en olra, sin lérmine de lereer grado.

REsOLUCION ¢

Haremons ¢ cambio x=y-- ;%'; =y 2 y=x-2
2 —18 5 — 1 3
2 4 —2¢4 — 38 -84
2 o—12 19 — 42 | -8l
@ 4 —16 — 70
2 ~ 8 —8 |-—112
2 4 — 8

Solucidn:

Haciendo x=y+2, 2y‘—43y*—112y-81=0
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202. Secan a, b, ¢ las raices de lu ccuacidn de fercer grado
NP g=0

Se hace la (ransformacion

a b ¢
y=- 1 oo —
b ¢ a
se pide:
1. ¢ Cudnlos valores distintos puede lomar?
2 Formar la ecuacion que lenga esos valores como raices.
Rusornucion

1. Lus valores que puede tomar son

yl:i+'b+‘c"5 )’E=£+F+'a
b e I 7 b c
20 Lo ecuacion cuyas ralces son ¥, ¥, seri
Yooy, + v )Y YN0 (1)
de b ecuacion dads, deducimos por Cardano,
utb+e=0 {2
b Lbed ac=p )

ahe=-gq
calculemos v, e y, :

_ et batth  atet¥tateth Pretact fatd
! abe —

-4

’ Yo =

multipliguemos (2) - {3)

b abh? £ 3abo+ P+ bet L act 4 ate =0

de donde
atht ab? palcract 3 hie p be?— - Babhe =g

luege

2 Le 2 h I .2 2 ! -
nobyy= COTRkEb Bedad bty 8y > o0
-4 -4

cfectuemas el producto Vit Y,
Py e = (a1 + a3 e3 4 B3 ed) 4 Batifeltabelal 4 b3+ oY)
Ve T e e D

. )
e

|
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caleulemos los pardéntesis de (5): elevando (3) al cuadrado
a4t L+ 2atbe+2able+2abet = pty
athitaterpbtet = pf —2ube(ad-brte)= p?
muliiplicando micnmbro o micmbra por (3)
At et et bret abeta?h s ate s bra bR aet hefy e pt

v teniendo en cuenta ()

P T RTL R A FE ,h | :;‘jl “))

par ultima caleularemos @' 4 0% eleviondo 2l cubo (2)

Wl B et aEh bt 4+ aFe et BPe - be®y  Gahe =10

v oteniendo on ocuenti (4

@bt e o3 i (?)
sustituyendo (6) ¥ (T} en (5)
LR
ViY== ‘j";n_
chienitndese finalmente
Sadueidn:
sS4 0gqt
Y:—_3Y + P+9a9°
q*

203, Transjormar la ecuacion

A2 TR — R824 =1}

en olra cuvas raices sean las de la dada dissminuidas en dos uni-
dades.

RESOLUCION :

— 161 —

Efectuaremos la sustitucién de Horner

Solucion:

1 2 —13 388 — 2
2 2 8 —10 — 9

1 4 — 5 —48 |—120
2) 2 12 14

16 T |—34
2 2 16

D s
2 2

10

=

x'+10x* +23x*—34x—-120=0

204. Transformar la ecuacidn

TR+ LT+ 1T+ 6=0

en olra cuyas raices sean los cuadrados de las de la dadu.

RESOLUCION :

Solucidn:

1 —49 280 — 289 36
34— 238 204
12

1 —15 63 — 8 36

x'—15x* 1+ 63x° - 85x+36=0




Ay PR RTOL T ST TR TR T e
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205, Dada la ccuacion hagamos nuevamente la transformaacion
N B 9x— 1 =0 o8 0 -5 1
1 —9 0 =25 1
hallar otra ecuacidn cuyas ruices sean los cuadrados de las de la 0 30 0
dada.
2
RESOLUCION : 1 -9 2 —2 1
I —3 0 2 -1 . .
T Solucidon:
1 -9 0 —4 1 x'—9x* +32x* —25x + 1=0
0 12 0
_ . 4 .
1 —9 12 —4 1
n=_3 1
Solucién: 207. Calcular ‘3—\ en la ecuacion x*+ x4 1=0,
— T g
x'—9x’ + 128 —4x+1=0 "
i REsorucion :
" 1
51 hacemos ; - - =y habrd que hallar la suma de las rafces Sy en
—x
la transformada en ¥,
206. Transformar la ecuacidn Despejando cog_ 1
=L Ox* 3y 41=0 4
bastard hacer las transformaciones
en olra cuyas rafces sean lus cuarius polencias de lus de la ecua- x 3= 2 disminuir las raices en 3 unidades
cton dada,
z=—u transformada en -z
RESOLUCION : @ = -— transformacién recfproca
Hagamos primeramente la transformacién en los cuadrados de las raices Y
1 —1 2 -3 1 10 1 1
1 -1 4 —o9 1 3) 3 9 30
s 6 4 1 3 10 |3t 24 92142824 81=0
9 3) 8 18 uw— Qut 428 —31=0
. 3 o =3 1 L6 |28 3yt — 28yt 9y— 1=0
- 8) 3
a4 LBt — B+ 1=0 1 |9




donde
Ey =X L = E
3 —e 3t
2.¢ Método: como
D e
- ¥y
sustituimos en
4 x4+1=0

By -1P+By—- 0y +p=0;

28
31

31y —28y: 49y —-1=0; Yy=

Solucidn:

31

208. Dada la ecuacion
' —2¢" 4 8x7 120

Hallar otra ecuacidn en uwz» cuvas raices estén relucionadas
con la ecuacion dada por la relacion

x -2

1

@+ 1

REesoLucion

Despejando
z42 1— 3

1l -7 z—1

se pueden hacer escalonadamente los siguientes cambios

x+1=t aumentar las raices en 1 unidad
t=—u transformada en —t
u=3u las rafces divididas por 3
1
v=— rec{proca
w+1l=2 aumentar las raices en 1 unidad

TR RTTT TR TR T e e

e 165 —
T -2 3 -1 @2
—1) -1 8 -6 1
L -3 6 -7 |9 th— 634 IbE2— 1T6-L 9=0
—1) —1 4 10
w4 6uwd4+ 15w+ 1Tud 9=0
1 —4 10 }—17
) .y L 81 o'+ 162 v* 41852+ Blw+ 9=0
1 —n IE 9w 4 Hlad + 185t + 1620+ 81 =0
-1) —1
[t |-$
9 51 135 162 81
—1) — 9 — 42 93 _¢9
9 42 93 69 \_13__
—1) -8 33 — 60
9 33 60 |9
—1) —9 — 3
9 24 @
-1 -9
o [
Solucidn:

9z 4152 1362 +92+12=0

209. Trunsformar la ecuacidn
¥t dx—1=0 -

1.0 Kn otra cuyas rafces sean la suma de cada dos de lu dada.

2. Itn otra cuyas raices sean la media aritmética de cada dos
de la dada.




REsSOLUCION :

1.2 Bastarad eliminar x entre

f(x)="0

fly—o) —f(@
y—22x

=0

fy-—oy=(—xP-2{y-xf+3y—a)—-1=
=¥ -QCBr48pr+Bettdr+3y (¥ +22+3x+1)
flo—a) = f)=P—@r+2y @' 4 +3)v - 205 —6a

y -« = 7flx)

=at -y (0t —2p4+8)=0
y—2r

Eliminaremos x entre

AT _2x 3w s 1 =)
N ova (vt o2y ) =0

restando de la primera, la segunda multiplicada por x

(-2t -2y 120 !
8 (- 2y +3)=0
cuya eliminante es
y-2 —1 * "y—2 y=2y|lr-2y -1 -0
1 yp—2y+38 | 1 y Ly yE—2y48)

(B -4y 4Ty —0p=
Viodprly-5=0
2.0

51 hacemos y=2z, oblendremos la ceuacion pedida

R 1652 4142 5=0

Solucién:
1.° XX - 4x*4+ 7x—5=0
2.° 8x*~16x*4+14x—-5=0

o w TR T T TR T
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210. Transformar lu ecuacion
X2 —3==0

L En eotra cuyas raices sean las diferencias de cada dos
rutces de la ecuacidn dada,

2.2 Fn olra cuyas raices sean los cuadrados de lus diferencias
de cada dos de la ecnacidon duda.

RESOLUCION :
1. Bastard eliminar la x entre
Fedy =0
firy=0
flaty=@@++r+pr-2c+n-8=
=@ H@y+ DT G2y =D+ (M 1 -2y - B=0
@ LBy Do B 2y — e (P £y -2y — 8 =0

»4+r-2x—-3=0 ;
restando de la primera la segunda

3yer+@y+2yr+ (¥ +p2—-2p=0

Bt + B3y + e+ (¥ +y~2)=0
B4 —-2x—-8=0

restando de la primera multiplicada por x, la segunda multiplicada por 3
3ﬁ+wy+mm+www—m:0%
@y—De +(+y+4)z+9=0

cuya ¢liminante es

8 yty-2p 108 3y+12 H 3y +-2 y“ry—?‘:
dy—1 9 18y —1 yi+y+dlly+y+4e 9
=3y — 42 L 14841 261 =0

2 Si hacemos yi=gz, obtenemos la ccuacidn pedida -

32 — 42221 1482 4261 =0

Solucion:

1.° 3x* - 42x' 1 148x* +261 =0

2.° 3x —42x* - 148x +-261 =0
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211, Transformar la ecuucion cuva eliminante de Bezout es
A Px— ] = 0) ¥t =2y 1R Py | VY =2y +y+y _ g
y »" Py oy ity ot ¥ i
10 En ofra cuyas ruices sean los produclos de cada dos raices =t+2pr—pyr-1=0
de la ecuacion dada. la transformada es
as I - ices se : medios tricas Vi 42yt —y—1==0
L2 In olra cuyas raices sean lus medias geométricas de cada Sors
g0 Sien lu ceuacion obtenida hacemos y=g* obtenemos la translormada
22t s 1=0

dos raices de la ecuacion dada.

Sofucion:
17 ¥+ 2x*—x—1=0

RESOLTUCION |

1. Bastard oliminar Lo x oentre
fla)="0 ]
20 x4+ 2x'—x"—1=0
2} -rio
- =0
y — x
212, Resolver la ccuucion

¥ . LA ¥
IEA [N Fo e AN B SR B AR B R ‘
f(-’ﬂ) rir) x? T xt @ =t =204+ TT0=0
ResoLucidw :
p=—201; 4¢="110;

f(f)wa)
=0 =y k(e )y ot oxt = 2t
y—x
P so0763; — Le=—385; I — 148225
27 2 4

eliminarcmios x, entre

L < I S Uy ——
; ¢ P . T =
.15 152538, A=]|/"- = 390,661135 ¢

+ 27 V PR

At (y =2t p ey ¥R =0 S
4

de la segunda restamos Ta primera multiplicada por x

¥4y )y +rt=0 % s 17 @ ;

’ i i u? =— L4 7. =— 3854 390,561135 ¢
At xt Ax-1=0 2 il 4 * 27 ,

- —2" ) -
T_ /4 L P =_38 3905611357
2 2 | 97

N S

sumando a la primera la segunda muitiplicada por ¥?

y—Dx=0
log w{= 09180377

YIRS {y s 2y —
Lt = 3] = V800768 ;

dividimos por «
log tg (arg »?) = log 390,561135 — log 385 = 0,0062283

V(¥ V)N — {2y ey 1) =0
yei 4 (y v+ ¥i=0

St
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arg w? = 180" — 45° 34’ 39" = 134° 35’ 21" :

arg »¥ = 360" — arg 1* = 225" 24’ 39"

arg u,= 440 517 477 arg T, =315 8 137
arg w,= 164" a17 47" arg v, =195" 8 137
arg w, =284 510 47 arg vy= ThHe & 187

las soluciones serdn ;
X =2u, cos 0, =2 - aulilug (U,SJ]iW.‘_%?T#—]_,S.")HTJQ(NS)_-ll,(i03-18
e igual las otras dos
Solicion:

x,=11,60348,  x,=- 15,80272,  x,-4,19924

213, Resolver lu ecuaciin
14455 — 038,005 | 847,2=0)
RESOLUCION :

2 909 8472
B el I D

i “ =0
144 144

2 )
Como + bas <0
4 27

v las tres trafees son reales v osabemos que

¥ =— q V L r. i Ps
I P e ;o ot =oAL |/ P
2 4 2 I/ 4 + 27

. =]/.

el mddulo de w® es

2 2

re

t o
3 9 -,nT
%7‘ =l/ MBS _ 3 900812

2

v el argumento de #? es

‘ _
cos g =— _...1,,; log eos (z — a) = log S S 1,9497095
2p 2p
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de donde
n—a=27"239"62; o—152"58 20",38

las tres rafces de la ecuacion dada vienen dadas por

3 p s
=2y Acosé; r,=2Vp -cos(-g—+120°);

3 _
@, —2V7 - cos (% + 240“)
0 sea,

3 8 _
X, =2V p eos(50°59 26”,79); @, =—2 ) p - cos(9°0°38",21):

xry=2 ]a/; - cos (69" 0’ 35”,21)
de donde aplicando logaritmos se obtienen :
Solucién:
x,=1,87500
x,= —2,94166
x,=1,06666

214, Resolver la ecuachin
Dyt 0N —3v 1+ 12=0
REsOLUCION :
Los lmites de las raices son - Zeix<d
1iy=3
F(-1)=5

2, no es raiz ya que 24 1=3 no divide a Fi- D probermos - 2, ya que
=241 divide a F{=1} ¥y =21 divide a F(1); dividiendo por x+2
2 1 -1 -2 12
—2) —4 6 8 —12
2 -3 -4 6 0




se oblicne la ecuacion

2t —8xt—dr46=0

que o tiene rices enteras; probando las Traccionarias SC Ve que es raix

e 3
xr = 5 ¥ dividiendo por o — =
2 - —4 6
3
- 3 0 -8
2 0o —4 o ¥ -2=0, r=a2V2

215, Hallur los coeficientes de la ccnacion de coeficientcs
reales

AV LAV LBy C=10

para que los afijos de lus fres raices sean los vérlices de un tridn-
gulo equildicro de ludo 9.

REsorvciaN -

Resolvercmuos ¢l problema aplicando la teorfa de ceuaciones  (también
puede resolverse mias sencillo como aplicacion de las translormaciones de
variable compleja).

Al ser los coeficientes reales, una rafz serd real v las otras dos imagina-
rias conjugadas de la forma

X, =+ 43, X,=a 1, X o=a—i

Formulas Je Cardano:

, A
3 J=—
a+V N {1

3a'~‘+2a|/3_+1=-% (2)

a+atV3tat V3= *%
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De(l) a= fw que sustituyendo cn (2) se obtiene
3
B _1
A 3
—1~¥3
llevando el valor de a = —V

-~ a {3) sc obliene
C 1—24y 3
A 27
y la ecuacidn pedida serd
27 4 2721 e+ 1-24,/3=0
Otra disposicién puede tener el tridngulo y las rafces seran
X —da— 43, X,=a+1, Xy=a—i
y procediendo de la misma forma, obtendriamos la ecuacién
BT 427X 4 0% + 14 24,/ 3=0
Solucién;

27x° + 27x* +9x+ 1+24/3=0

216. Hallar la condicidn para que los puntos cuvas abcisas
sean las raices de la ecuacion

Ax*+4B L 6Cx2 4+ 4D+ E=0
i{ formen una cuaterna armenica,

RESOLUCION :

Pur ser unaz cuaterna armdénica

2,y 4 ¥ X ) (%, 4 x,) (g +2,)=0 (1)




Férmulas de Cardano

1B

mEEmAnta=-T @)
6C
x.&?,+wlx,+...+x,£‘2,x__ (3)
4D
&, ry Ty + &, a:,r.+...+:c,.r,q:,=__A @)
E -
t Ly Xy Xyry = (n)
HNamzado
R PR X, x,=p
de (2)
1B
& r, = — s
s+, -
de {5}
Ly g = ——
3 Ty P

estos valores llevados a (1), (3) v (4) nos dan un sistema de tres ecuaciones
en s ¥ p. Eliminando 5 y p nos queda la condicién pedida

Solucidn:

217. Discutir la naturalesa de lus raices de la ecuucion

A —4xf 4 B b =0

Resorucion :
=1

Fl@)=0=3x*=Bux+4+5=0 b
Ty = —
3

L o S o i

Sucesién de Rolle

valores de x

calores de f(x)

para hel — 2 - - - 4+ 1 raiz real
. 50 .
» - A — -+ — + 3 raices reales
27
1
o 2O - + + 4+ 1 raiz real
27
para A= —2 y para A= -~ 5o una raiz dohle
27

Solucidn:

h 2 1 raiz real

— 2 <<k — % 3 raices reales
> ﬂ 1 iz real
X 27 raiz r

218. Numero de raices reales de la ecuacidn
AT 4y —-12=10)

Rusorverdn :

Discutamos la ecuincidn

/'(£)=:c3—15¢-+)\—~1—2—=0

4l -
12 .
,-f(w)=3x=_15+§=o, Bt~ 152t 4+12 =0
rafces r=x2, r==1

discontinuidad de f{x) para x=0
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Sucesidon de Rolle
xr —oo -2 =1 —

valores de fix)  + w428 426 -+

Solucidn:
para i< -28 -~ -~ - 4| - -
h=—-28 — 0 — 4+ | - -
-28<0—-286 — - — 4+ | — =
h=-26 -~ 4+ 0 4+ | - —
—26<h< 26 - + + + | — -
A= 26 - + + +: - 0
26<h< 28 - 4+ + 9+ - +
A= 28 —~ + + 41 - 4+
A> 28 — 4+ 4+ + = 4+

219, Hallar el niimero de raices reales

1 L
(@ — 1" (@+ 3

REsoLUCION :

2 reales

4 reales, 1 doble
4 reales
4 reales, 1 doble
2 reales
4 reales, 1 doble
4 reales
4 reales, 1 doble

I
++ 4+ 4

2 reales

de lu ecuwacion

La ecuacion desarrollada es de cuarto grado. Aplicaremos el reciproco del

(x—1p 4 (x4 3 =0

-1 1-= i 14 =

teorema de Rolle, teniendo en cuenta que f(x) es discontinua para x= —3,
v para x=1
2 2
7File)=— - =0 o sea
(2~ 1F (x4 3p

cuya dnicu rafe real es x= -1
valores de —w —3—-c ! -84
signos de f{x) — + i +

- o+ =

hay cuatro variaciones, luego cuatro rafees reales

Solucion:

Las cuatro raices son reales

220.
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Hallur ¢! nimere de raices reales de lu cenuacion

N T P4 =)

ReEsalrcion ;

Pl = 1240 — x4 12 =0

Sucesinn

valores «de fixy 4+ A =9 k47

para 1ol —

[

Solucidn:

e —

de Rolle:

—x -1

+ + o+t
'

7 2 raices

A=—T7 4 raices

—T<h<

9 4 raices
9 2 raices

9 ningunag

rafees wy= -1 A =10 w, =3
1 3 w
=9 4
—  — A 2 orvafees reales v <21, 2,23
0 — 4 frees renles xp< o), x,mx,
X, a0t
+- — -+ 4 raices reales X<l - 1, —lex,<C1
l<x,<h x,>>3
+ 0 + 2 raees dobles v - x, = 1,
¥, =x,=3
4+ 4+ +4 ninguna raiz real
reales x<—1, x,>>3
reales X, <—1, X.=x,=1, x,>3
reales X, —1, —-1<x,<1 1<x,--3, x,>8
dobles X =x,=—1, x,=x,=3
raiz real

-

221, Discusion de la naluralesa de lus raices de la ecugcidn
de lercer grado

AN f)\| ('[.:l}

por el métoda de Sturm.




REsorgron :

JX)= X py ey

e FE @] N, X
Flv) dadap | |
, ST IR
XN, — - ¥px 3y oLl |
, T - B S S I IR
.\:—— i Iﬁ"-!-f.}.q’)
Primer caso;
A= dpig 2Tt I R TS TT ITLC RS R .
P 2igte - . |1 [ 3 variaciones | TRES RAICES
MCUVD Gl | . L ( . .
el clyo Ciaso pezl 4+ 4 L 0 Laraeiones 5 REZALES
Svegunda caso:
Ao dpr 2Tyt 0
51 p=cl) Siop=0)
— .+ — =] 2 virhwlones — - ! 2oviriaciones
o P
A4+ —‘ I variacion + 4 - =1 ] variacion
enaunbos casos Loradz real v hmaginarias conjugidas,

Fereer case:
A= 1p*+ 270 v, por Gando, p<tt 1 radz real doble v 1 raiz veal
SR g 0 dene una iz triple
Soluciin:
40 tres raices reales distintas
A=4p'+27q* A>>0 una raiz real y dos imaginarias conjugadas
A=0 tres raices reales (ung doble)

222, Culculur por of método de Sturm lus raices reales de la
ecnacion
f(=aty " a1 =0

mdicando el nitmero de raices positivas v negativas.

O ATV T T T W TR e TR
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RESOLUCION :

Formemos las funciones de Sturm

F@)=4x43x 8z 4 (1)
1 —4 —4 1 (4 3 -8 —4
4 4 16 _—16 4 | '
» -3 8 4
1 —8 12 4
4 —82 —48 16
» — 3 8 4
—85 —40 20
-1 —8 4
X,=Txt+8r—4 (2)
4 3 — 8 — 4 (7T 8 —4
28 21 — 56 — 28 |4 _il
» — 32 16
—11 — 40 — 28
~17  —980 —196
' — 4
192 —240

X, =4x 45 (63
Fi 8 —~ 4 4 5
28 32 16 7 -3
» —35
3 18 -
—12 g4
» 15
—1
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Las funciones de Sturn son:
fix)=xt4x% 45 _4x4+1
Flx)=4x*+ 3x* —8x —4
N, =T 18x—4

N,=4x+435
X,=1

flx ey X Xy Xy

—w  + - + — 4+ 4 variaciones
0 4+ — — 4+ 4+ 2 variaciones
o 4+ + + 4 4 0 variaciones

Soluctdn:

2 raices reales positivas y

2 raices reales negativas

223. Aplicar el miétodo de Sturm a averiguar el nimero de
raices veales posilivas y negativas de la ecuacion
2x% — 155"+ 32x% — Ox? —Bdx 4 24 =0
REsoLUCION :
[ {@)=10at — 60?4 9622 — 18 — 84 —0;

f':(;:) =5t — 303+ 482 — 0w — 17 1)

2 ~15 32 - 9 34 2 |5 —30 48 —9 —17
10 -75 160 — 45 —170 120 |9 _ 3
» 60 -9 18 3¢
—15 64 — 27 —136 120
» — 90 144 — 27 - 51

— 26 117 —163 69

X, =262 117 2t + 163z — 69 @

— 181 -
b — 30 48 — 9 — 17 |2 —LIT 165 —69
130 —780 1248 — 234 — 442 | 5 — 15
» 58 — 815 345
—195 433 111 - 442
—390 866 222 — 884
»  —1755 2445 —1035
— 889 2667 —1919
X, = 889 x% — 2667 2 | 1919 )
2 — 117 165 — 69 | 889 2667 1919
26.889 - 104013 144907 —61341 | 26 — 89
» 69342 — 49894
— 84671 95013 —61341
» —104013 74841
— 9000 13500
R 3
X, =2x—3 (4)
889 —2667 1919 2 _3

1778 —5334 3838 889 2667

» 2667
o661 3838
5331 7676
> 8001 .
— 3%
T

X,y=+1 (®)
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Funciones de Sturm

flay =20~ 5% £ 380° 0% Bdx 24
i xy=58a" - 0x + 482 —0x 17
X =262 - 117x7 4 163x - Y
X, =889x" - 2667x 4+ 1919 :
Ny=2x 3 i — —

X, =1 ‘ + I +

‘ 5 variac. ; 4 variac. | 0 variae.
Solucion:
Las cinco raices son reales, cuatro

positivas y una negativa

224, C(Calcular con eror mienor que una milésima ia rais real
de la ecuacion

A dx—3=0
RESOLUCION
()< 0 £ 2470
f (215) T 0
iy luego 24 << 25

como f{x} y {“{x) tienen el mismo signo para x=25, tendremos al aplicar
el método de Newton

2, =250 — LB _ 94001 249 e 2,50
F(2,5)

una segunda sustitucion da

2y =250 — -1 B9 5 4a08
77(2,5)
Solucidn:
2,3490<x<<2,491
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225. Duda lu ccuacion
N gy 10

hallar su rais positiva comprendida enlre 0 y 1 con error menor
que ina wmildésima,

ResoLtcion :
Fli0,3)>0

luego 0,8 < < 0,4
FO4)< 0

came fiad v 7 tienen ol mismo signo para x=003, CNIPOZEMOS a4 Aproxi.
nar desde a=0,3

2y =03 — T U3 g5l 0,34 <035
710,3)

ay=034— L O3 _ (54708
/710,34)

0,347<x<0,348

Seldtecidn:

226. Calcular con eror menor que una milésima la rafz posi-
tiva de la ecuacidn
=By 1 =0
REsonvaioN :

i H=>0 f02)<<0 luego  ,1<cx<0,2

aproximaremos por el método de Newton

£(01)y=0 .
LONO ” tomaremas como valor inicial 0,1
0,0 =0
= — f(O_,_) =0,06 una primera aproximaciom es U.l(_)'.<x<0,1?
F0,1)
fig = — —-f-‘—(o—’l-ﬁ-)—*=0.0067 0,0166 < x <7 0,0167
77(0,16)
Nolucion:

0,0166<x<<0,0167
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227. Caleular con cror menor que una milésima, por el
método de aproximacion de Newion, la raiz de la ecuacion

xolv—1=0
Rusorntenis :

flxy=wlixr -1

= 21 1<r22  f@>0 7

>0

-

z f e TEL
@

2 0,386 1,660 0,22
1,78 01,0264 1,5766 0,0167
1,764 000029 1,5670 8.0001

17638 0,060004 1,567406 G, 00006

Saolucidn:

1,763 <x<1,764

228. Hallar la rais comprendida enire 1 v 2, de la ecuacidn

bt}
B R ) ) punyy
con error menor que W01 siguicndo el método de Lagrange y si
es posible haciendo uso de las operaciones efectuadas, resolver
la ecuacidn.
RESOLUCION :

z=1+4 (1)
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1 1 —1 —2 —2
1) 1 2 1 —1
1 2 1 —1 -8
1 1 3 4

1 3 4 ;3
1) 1 4
1 4 18
1) T

f1 s

FO) =8By Bysy -1=0; 2<y<; y=24L ()

3 -8 —8 -5 1 !
2 6 6 —4 --18 ‘.1
3 3 —2 -9 |—19 :

2) 6 18 32

8 9 16 28

2) 6 30

315 |46 i
2) 6 !
ENEN |

Lz} =192 — 2321 — 4628 — 2z — 3 =0

2<z<3; z=2+i— 3)

19 —23 —46 —21 —3a
2) 38 30 —32 —106
9 15 16 —53 |- 108
2) 388 106 180

19 53 90 |127 . |
5 38 182 |
18 91 | 272 i
2) 38 :ﬁ
|19 1129 i
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T(u) =109 0t — 127 0* — 272042 — 129 — 19 =0
2w <8 u=2+% (4)

leniendo en cuenta (1), {2), (%) v (4)

R
2+J_

1
L S
+2+..

la primera reducida cuyo denominador sea /100 nos dard la raiz con

[ a—
100
iilﬂ, mllzl';'g
1 2 5 1 12

ozservemos si el desarrollo en fraccidn continua, fuese pur casualidad perig-
dica mixta de perfodo 2, y caleulemos ¢l valor de x

x-_—1+31}-~ P-2y-1=0 y=14+y7
y=ot MNe=V2E2 _(ygog(yin)oys
y V241

si 42 fuese rafz de 1a ecuacion también seria — /2 v la ecuacién dada serfa
divisible por x*~2 y vemos que en efecto

2 —2=0, r=x§%

=t —2 7 —2=(z? =) (w2 +1)=0 —1+ V54

2

Pt le=0, =

Solucidn:

1
x =142 con error < - -
100

0

> 1 V3
x=x+xV2, X=—_"_,T%
4 2 2
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229. Resolver la ccuacian trascendente
o8 X=Jy
con cudlry cifras dectnales exuclus.,

RESGLUCION
La rads se aproxinied hadlando gralicamente T interseceion de fas curvns
LS L )" Ix
WL Priteri aproxhmacion de fixlc cos & 2x, e
0, W= o= G

fe A6} . .
coimo COtMCNZremos o aproxnnar por e

1 6G) <20

' 02403 .
x =016 _ e 0,46 — 002403 SOWNUY por exceso
F{0,46) 0,44111
Sotucton:
x=0,4509

230, Determinar fa raiz de fa ccuaciin trascendente
rF—100x =10
cipleando Te regla de Jalsa posicion.,
RESOLUCION ¢ -
de =

mplearcmos tres veces Taoregla de falza posicidn

a=41, h=25, = fle)= - 144, 6 =f1l)=2625




una primera aproximacion es:

@, L be s al =406
o — B

f=F(b) =2625, 1=7(4,05)=— 116,65

=0T 409

b =31
d=409, b=56; §=262, b=/f(4,09)=—91,35

o

Solucidon:




